Intervenção psicopedagogica e problemas aritmeticos no ensino fundamental by Calsa, Geiva Carolina
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS 
FACULDADE DE EDUCAÇÃO  
TESE DE DOUTORADO 
 
 
 
INTERVENÇÃO PSICOPEDAGÓGICA E PROBLEMAS  
ARITMÉTICOS NO ENSINO FUNDAMENTAL 
GEIVA CAROLINA CALSA 
Orientadora: Drª LUCILA DIEHL T. FINI 
 
 
 
Este exemplar corresponde à redação final da 
tese defendida por Geiva Carolina Calsa e 
aprovada pela Comissão Julgadora. 
 
Data: ________________________________ 
 
Assinatura: ___________________________ 
(orientador) 
 
 
Comissão Julgadora 
____________________________________ 
 
_____________________________________ 
 
_____________________________________ 
 
_____________________________________ 
 
_____________________________________ 
 
_____________________________________ 
 
 
2002
© by Geiva Carolina Calsa, 2002. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Catalogação na Publicação elaborada pela biblioteca 
da Faculdade de Educação/UNICAMP 
Bibliotecário: Gildenir Carolino Santos – CRB-8ª/5447 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Calsa, Geiva Carolina. 
C138i Intervenção psicopedagógica e problemas aritméticos no ensino  
 fundamental / Geiva carolina Calsa. – Campinas, SP: [s.n.], 2002. 
  
 Orientador: Lucila Diehl Fini. 
 Tese (doutorado) – Universidade Estadual de Campinas, 
 Faculdade de Educação.  
  
1. Aprendizagem. 2.Desenvolvimento cognitivo. 3. Aritmética –  
 Problemas, exercícios, etc. 4. Cognição. 5. *Multiplicação. I. Fini, Lucila Diehl.  
 II. Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de Educação. III. Título.  
02-005-BFE
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ao meu pai, Jayme Calsa,  
in memoriam  
 iv
AGRADECIMENTOS 
 
 
 
À profa. Dra. Lucila Diehl Fini pelo incentivo e presteza de sua orientação; 
Aos professores da banca examinadora do Exame de Qualificação pelas contribuições ao 
projeto de pesquisa; 
Ao prof. Dr. Adriano Ruiz, colega e amigo, por sua gentileza e incentivo; 
Aos diretores, coordenadores e professores das escolas públicas em que a pesquisa foi 
realizada por sua receptividade e disponibilidade; 
Às crianças das escolas, as grandes estrelas deste trabalho, por sua paciência, atenção e, 
principalmente, carinho dedicado ao trabalho e à pesquisadora durante as entrevistas e o processo 
de intervenção psicopedagógica;    
Às acadêmicas do curso de Pedagogia da Universidade Estadual de Maringá, Ana 
Carolina L. da Silva, Ana Paula P. de Oliveira, Clarissa Casagrande, Cristiane G. da Cruz, Lilian 
C. Cantarelli, Santa Mortean, Sonia C. Bôrtolo; e às profissionais Ivonilce Rigolin Gallo e 
Adriana P.da Silva Tomé, pela disponibilidade e responsabilidade com que atuaram como 
auxiliares da pesquisa; 
Às colegas do CEADI, e em especial à Regina Z. Tomazinho, pelo incentivo e amizade; 
Aos professores, funcionários e colegas do programa de pós-graduação em Psicologia 
Educacional da Faculdade de Educação da Universidade Estadual de Campinas pela seriedade e 
responsabilidade de sua participação na construção da tese de doutorado que foi, sem dúvida, 
uma tarefa coletiva; 
À Pró-Reitoria de Pós-Graduação e aos colegas do Departamento de Teoria e Prática da 
Educação da Universidade Estadual de Maringá por esta rica oportunidade de qualificação 
profissional; 
Aos colegas professores do Departamento de Estatística da Universidade Estadual de 
Maringá pela colaboração no tratamento estatístico dos dados; 
À desenhista Lúcia de A. da Nóbrega pela criativa elaboração do material didático; 
À amiga Helaine P. Ferreira pela edição, caprichada e carinhosa, deste trabalho;  
À minha família, e em especial ao meu marido José Cândido e ao Rafael, pela imensa 
paciência, carinho e atenção no convívio diário com uma “fazedora de tese”, e à Lívia pela 
torcida a distância.  
 v
RESUMO 
 
 
 
Neste estudo foram investigadas relações entre a variação da posição da incógnita de problemas 
multiplicativos e o desempenho na resolução de problemas multiplicativos e em provas 
piagetianas, de alunos de 4ª série do ensino fundamental com rendimento insatisfatório em 
matemática. Dois grupos experimentais foram organizados e submetidos a uma intervenção 
psicopedagógica com abordagem construtivista, considerando-se a ordem (aleatória ou definida) 
de apresentação da incógnita de problemas multiplicativos simples: multiplicação, divisão-
partição e divisão-quotição. A amostra foi avaliada por meio de testes de problemas e provas 
piagetianas clássicas (pré-teste, pós-teste 1 e pós-teste postergado). Os resultados revelaram que: 
a) a variação da posição da incógnita não exerceu influência sobre o desempenho dos alunos nos 
testes de problemas; b) os grupos experimentais apresentaram aumento do número de acertos dos 
problemas e modificação de suas estratégias de resolução depois da intervenção psicopedagógica; 
c) a variável desempenho em aritmética foi o fator  que melhor explicou o progresso dos alunos 
nos testes de problemas; d) a variável desempenho nas provas piagetianas não exerceu influência 
sobre o desempenho dos alunos nos testes de problemas.  
 
 
 
ABSTRACT 
 
 
 
Studied the relation between the unknown number position in multiplicative word problems and 
the performance in multiplicative word problems tests and classics piagetians tasks of elementary 
fourth-grade students (9 – 11 yrs) with mathematics disabilities. Two experimental groups were 
organized and submited to a piagetian and psychopedagogic program, according to the unknown 
number presentation order (random and ordered) of the multiplicative word problems: 
multiplication, measurement division and partitive division. Sample was estimated through 
problem tests and classical piagetian tasks (pre- and two post-tests). It was concluded that: a) the 
student performance in problem solving was not influenced by the unknown number position; b) 
there was improvement in problem solving performance and in problem solving strategies after 
the psychopedagogical program; c) the variable arithmetic performance it was the factor that 
better explained the improvement on problem tests; the variable piagetian tasks performance did 
not influence the student’s improvement in problem tests.  
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INTRODUÇÃO 
 
 
 
A resolução de problemas aritméticos é uma das atividades centrais do trabalho do 
professor no ensino fundamental. No entanto, o desempenho dos alunos nem sempre tem sido 
satisfatório, malgrado todo o empenho das escolas. Comentários de professores sobre as 
dificuldades de seus alunos em raciocinar sobre os problemas são comuns no ensino público. 
Conforme seu relato, muitos destes alunos resolvem os problemas adivinhando a conta certa a 
partir de sinais e dicas dos enunciados. No ensino privado, a procura por psicopedagogos, 
psicólogos e professores para atendimento didático de seus alunos mostra uma situação não muito 
diferente da escola pública. Pesquisas como as de Sisto, F.; Fini, L.; Oliveira, G.; Souza, M. e 
Brenelli, R. (1994), Fini, L.; Oliveira, G.; Sisto, F.; Souza, M. e Brenelli, R. (1994) e Ruiz e 
Bellini (1997) têm evidenciado um rendimento insatisfatório em matemática nas primeiras séries 
do ensino fundamental, com destaque para a resolução de problemas matemáticos.  
Resultados do SAEB – Sistema de Avaliação da Educação Básica (INEP, 2000)1 realizado 
em 1997 e 1999 em todo o território nacional mostram que os alunos da quarta série elementar 
têm se mantido em um nível de rendimento em matemática abaixo do esperado para o final desta 
série. O desempenho dos alunos revela domínio na resolução de problemas envolvendo adição e 
subtração, mas não ainda as operações de multiplicação e divisão. Dados do Sistema de 
Avaliação do Rendimento Escolar, divulgados pela Secretaria de Educação do Estado de São 
Paulo (Dimenstein, 1998), revelam que dos alunos de 8ª série da rede pública deste Estado apenas 
2% conseguiram obter o nível máximo de competência em matemática esperado para a série. No 
nível 3, que envolve a capacidade de empregar a multiplicação e a divisão na resolução de 
problemas, classificaram-se apenas 15% dos alunos, indicando que os outros 85% não 
                                                          
1 Os dados relativos ao exame realizado em 2001 não foram divulgados pelo INEP/MEC até o término deste 
trabalho. 
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conseguiram manejar este conteúdo na última série do ensino fundamental, prestes a ingressarem 
no ensino médio. Segundo o Ministério de Educação e Cultura (Galazi, 1997) apenas a metade 
dos alunos que entram na primeira série do 1º grau chega a concluir o curso. Sessenta e três por 
cento dos alunos do ensino fundamental têm idade superior à faixa etária correspondente a cada 
série, e as oito séries do 1º grau são alcançadas em média aos 18 anos de idade - deveria ser aos 
14, mostrando o quanto à defasagem escolar é grave em nosso país.  
Segundo Ruiz e Bellini (1997, p.37) as graves dificuldades enfrentadas pelos alunos em  
matemática sugerem a existência de um fenômeno extremamente nefasto para a sua 
aprendizagem: o analfabetismo matemático. Segundo os autores, a incapacidade de lidar com 
noções numéricas básicas é um de seus aspectos mais significativos. Deste ponto de vista, 
práticas pedagógicas insatisfatórias como “a transmissão verbal de conceitos matemáticos, os 
exercícios de fixação, a unicidade de caminhos para um determinado procedimento matemático e 
a rigidez dos currículos escolares” podem ser apontadas como responsáveis pela produção e 
manutenção destas características perniciosas ao ensino de matemática. 
Estas considerações são extremamente preocupantes por si sós, e tornam-se ainda mais 
graves tendo em vista os recursos financeiros e humanos despendidos pelos órgãos públicos na 
formação de professores e difusão de metodologias de ensino que, em tese, privilegiariam a 
construção do conhecimento matemático em detrimento da memorização e reprodução de 
algoritmos. Estudos sobre a prática cotidiana dos professores em sala de aula (Calsa, 1997; Ruiz e 
Bellini, 1997; Becker, 1993; Dorneles, 1987) evidenciam a manutenção de pressupostos teórico-
metodológicos inatistas e empiristas subjacentes à sua atuação. Tais paradigmas são geradores de 
mecanismos seletivos intrínsecos ao próprio funcionamento da escola e vêm concorrendo para o 
crescimento do fracasso escolar. 
Mendonça e Balieiro Filho (1996) revelam que na atividade de resolução de problemas a 
mera reprodução de algoritmos tem crescido em proporção direta ao avanço dos alunos no 
processo de escolarização. No transcorrer deste processo o raciocínio lógico e a criatividade vão 
sendo paulatinamente abandonados, fazendo-se supor que o ensino esteja voltado apenas “para a 
transmissão de procedimentos e técnicas para resolver situações matemáticas” (Fini et al., 1994, 
p.40). Castro (1999) e Silva (1994) lembram que a atividade de resolução de problemas é 
utilizada pela escola como exercício e treinamento de algoritmos, tanto no ensino fundamental 
quanto no ensino médio brasileiro.  Lima (1999), em um estudo com 6ª, 7ª e 8ª séries do ensino 
fundamental, constatou  a preferência dos alunos por algoritmos convencionais, mesmo que sem 
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uma compreensão adequada de seus invariantes operatórios. Soluções criativas e diferentes dos 
procedimentos transmitidos pela escola são abandonados desde as primeiras séries por incentivo 
da própria instituição.  
Steffe (1994) salienta a drástica descontinuidade de tratamento entre o conhecimento 
matemático informal trazido pelos alunos e o conhecimento formal transmitido pela escola. Para 
a autora a instituição manifesta uma grave desconsideração pelo saber dos alunos ao ignorar os 
algoritmos inventados em favor dos padronizados com uso de papel e lápis. Os algoritmos 
aprendidos adquirem muitas vezes um caráter meramente instrumental que provoca sérias 
dificuldades de aprendizagem e impede a elaboração de respostas corretas, embora obtidas por 
meio de estratégias não convencionais. Dessa maneira, a aprendizagem de matemática deixa de 
representar elaboração e refinamento de esquemas cognitivos, que por sua operatividade 
permitiriam resoluções mais criativas que as fornecidas pelos algoritmos convencionais. Segundo 
Castorina (1996), de uma perspectiva construtivista, a aprendizagem de matemática implica um 
processo de reconstrução cognitiva que exige da escola o fornecimento de informações e, de 
outro lado, a elaboração de hipóteses e conceitos por parte dos alunos.  
Para a política educacional brasileira (Secretaria de Educação Fundamental, 1997) 
resolver problemas é um dos aspectos fundamentais do processo ensino-aprendizagem da 
matemática. Seu conteúdo envolve contagem, compreensão das operações aritméticas, e 
desenvolvimento de estratégias pessoais de resolução e cálculo. A contradição entre as diretrizes 
do sistema educacional brasileiro que valorizam o desenvolvimento de estratégias pessoais de 
resolução e de cálculo, a realidade encontrada nas escolas que privilegia a transmissão e o 
treinamento de algoritmos, e os dados extremamente graves de fracasso dos alunos na disciplina 
de matemática motivaram a realização deste estudo. A modificação dos procedimentos de 
resolução dos problemas aritméticos, em particular dos multiplicativos, e a melhoria do 
desempenho de alunos de quarta série fundamental nesta tarefa foram objetivos do presente 
estudo. 
A resolução de problemas é considerada por vários autores (Pozzo, 1998; Nunes e Bryant, 
1997; Vergnaud, 1991; Mayer, 1991; Polya, 1986) uma atividade essencial para o ensino de 
matemática, embora os progressos das pesquisas nesta área tenham uma repercussão tardia e 
parcial no ensino escolar. Pozzo (1998) aponta a diversidade de concepções sobre a natureza do 
problema matemático a razão principal da lentidão no processo de modificação de sua abordagem 
de ensino. Estas concepções são resumidas pelo autor em duas grandes categorias: a primeira que 
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considera problema qualquer atividade que exija uma resolução por parte do aluno; e a segunda, 
para a qual implica resolver uma questão difícil ou surpreendente para a qual o aluno não dispõe 
imediatamente de recursos para sua solução. Na primeira categoria são identificados os exercícios 
e os problemas matemáticos convencionalmente usados na escola para os quais o aluno já 
conhece o caminho de resolução e deve aplicar um algoritmo aprendido. Na segunda, os 
problemas exigem a criação ou aplicação refletida de algoritmos, contendo em sua concepção a 
idéia de novidade.  
De acordo com Onuchic (1999) nas últimas décadas os estudos sobre resolução de 
problemas têm investigado a natureza da interação entre sujeito, conhecimento matemático e  
processo de resolução, propriamente dito. Vários fatores têm demonstrado influência sobre o 
processo de resolução de problemas, destacando-se, entre estes, as características da tarefa, as 
condições dos sujeitos, os processos mentais e físicos envolvidos na tarefa, as condições 
ambientais de sua realização, as formas de ensinar problemas, bem como a validade e a segurança 
dos instrumentos e da metodologia de pesquisa utilizada nesta área. Entre as características da 
tarefa, a estrutura semântica dos problemas é considerada uma das variáveis de maior relevância 
para o desempenho dos sujeitos. Estudos (Busquet, 1996; Vergnaud, 1991; Bell et al. (1989);  
Fischbein et al, 1985) mostram que a representação do problema, bem como a escolha de sua 
estratégia de resolução e operação aritmética, são determinadas por esta variável. É a estrutura 
matemática do problema que define os elementos conhecidos e desconhecidos do enunciado, 
determinando a posição da incógnita a ser identificada no processo de resolução.  
A estrutura semântica dos problemas multiplicativos simples e sua influência sobre o 
desempenho de alunos do ensino fundamental vêm sendo estudadas por um conjunto de 
pesquisas (Lautert e Spinillo, 2000; Brito, 2000; Nunes e Bryant, 1997; Kaput e West, 1998;  
Mulligan, 1992; Vergnaud, 1991; Kouba, 1989) que confirmam a influência da posição da 
incógnita na resolução deste tipo de problemas. As dificuldades que as primeiras séries 
elementares enfrentam na atividade de resolução de problemas multiplicativos e sua manutenção 
em séries mais avançadas deram origem a outro conjunto de trabalhos, cujo objetivo é a definição 
das condições necessárias para a organização de um ensino eficaz deste conteúdo. Alguns estudos 
propõem a aprendizagem de problemas-tipo (Silver, 1987) ou o treinamento de modelos de 
resolução (Miller e Mercer, 1993). Outros trabalhos propõem a aprendizagem de esquemas de 
representação (Selke et al., 1991; Shalin e Bee apud Greeno, 1987), o uso de ambiente 
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informatizado com resoluções simuladas (Semadeni apud Greer, 1994; Hoyles et al. apud Nunes 
e Bryant, 1997) ou o uso de material de contagem (Kaput e West, 1994). 
Várias propostas têm como ponto comum a valorização do saber informal dos alunos e 
sua continuidade por meio do processo de formalização do conhecimento matemático realizado 
na escola (Baek, 1998; McIntosch, 1998;  Zunino, 1995; Vergnaud, 1994; Resnick, 1991), 
enquanto outros propõem a análise semântica dos problemas (Sinclair apud Greer, 1994; 
Leymone e Tremblay, 1986) e a aplicação dos invariantes a novas situações-problema 
(Vergnaud, 1994). Embora nesses trabalhos a posição da incógnita tenha sido abordada como um 
elemento determinante do processo de resolução de problemas, sua variação não foi estudada 
enquanto um fator significativo para a aprendizagem. Em decorrência de sua influência na 
resolução de problemas multiplicativos, a variação da posição da incógnita foi considerada um 
objeto de estudo relevante para este projeto de pesquisa. O estudo de sua influência sobre a 
aprendizagem dos sujeitos em uma situação de intervenção escolar de caráter psicopedagógico 
foi seu objetivo principal. 
Inserida em um contexto teórico-metodológico construtivista, a intervenção escolar 
proposta nesta pesquisa pretendeu desenvolver uma modalidade de intervenção capaz de obter 
melhorias significativas no desempenho dos alunos na atividade resolução de problemas. A 
abordagem psicopedagógica do ensino deste conteúdo buscou integrar princípios da psicologia do 
desenvolvimento, da aprendizagem e da disciplina de matemática. Partiu-se da hipótese de que 
por meio de uma intervenção psicopedagógica com abordagem construtivista ocorressem 
modificações nas estratégias de resolução utilizadas pelos sujeitos em um sentido contrário ao 
uso rotinizado e sem significado dos algoritmos convencionais transmitidos pela escola. Os dados 
iniciais fornecidos por um estudo-piloto mostraram a possibilidade de modificação das estratégias 
de resolução de problemas multiplicativos dos sujeitos. A partir de uma intervenção 
psicopedagógica com abordagem construtivista os alunos apresentaram modificações nas 
estratégias e aumento do número de acertos com compreensão adequada das relações 
matemáticas contidas nos problemas2. 
                                                          
2 Os resultados do estudo-piloto desta pesquisa estão descritos no artigo intitulado “Estudo preliminar sobre a 
modificação da notação e das estratégias de resolução de problemas aritméticos” aceito pela revista Teoria e Prática 
da Educação da Universidade Estadual de Maringá, no prelo. 
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CAPÍTULO 1 
 
FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
 
 
 
1.1 RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS3 
 
O estudo da resolução de problemas dentro do campo da psicologia é um tema 
extremamente controvertido e polêmico. Tem-se de um lado diferentes teorias que se propõem a 
explicar e demonstrar os processos de pensamento presentes neste tipo de atividade e, de outro, 
análises críticas que questionam a validade de seus aportes. Pozzo (1998), Mayer (1991) e 
Eysenck e Keane (1994), por exemplo, descrevem e analisam diferentes teorias psicológicas 
sobre resolução de problemas comparando-as e contrapondo-as teoricamente.  
Segundo tais estudos, o nascimento da psicologia como ciência foi um marco importante 
para o desenvolvimento desses conjuntos teóricos, pois, envolveu a combinação de três 
elementos importantes: o método experimental das ciências físicas, a filosofia empirista e a 
filosofia racionalista. São produtos desta combinação as diferentes abordagens que o processo de 
resolução de problemas foi tomando durante o desenvolvimento da ciência psicológica, embora 
este não tenha sido o foco do estudo de sua fase inicial. Neste período, o estudo da resolução de 
problemas tornou-se um de seus objetivos secundários, pois, ao buscar a compreensão dos 
processos mentais superiores, as teorias psicológicas acabaram por também explicar a forma 
como os sujeitos resolvem os problemas, científicos ou cotidianos. 
No início do século XX, Selz (1922 apud Eysenck e Keane, 1994) desenvolveu um 
método de introspecção capaz de fornecer um melhor entendimento dos processos mentais. 
Concluiu que a resolução de problemas ocorreria por meio da formação de relações do tipo 
condição-ação e não a partir de uma simples associação estímulo-resposta. As ações dos sujeitos 
                                                          
3 A revisão bibliográfica sobre a resolução de problemas matemáticos e, em especial, os problemas multiplicativos, 
teve como referências principais as seguintes bases de dados: Eric 1992-2001, Psyclit 1991-97 e EMIS 1980-2001.  
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seriam implementadas a partir da existência das condições necessárias para sua realização. 
Posteriormente estas conclusões foram retomadas e desenvolvidas pela teoria do processamento 
da informação. 
Segundo Pozzo (1998) a predominância da teoria behaviorista no pensamento psicológico 
na primeira metade desse século, nos Estados Unidos, neutralizou, de certo modo, a pesquisa 
sobre o processo de resolução de problemas. Uma vez que os estados e processos mentais não 
poderiam ser diretamente observados, não poderiam também ser estudados pela psicologia. O 
olhar da teoria behaviorista sobre a resolução de problemas reduziu-se à identificação, 
classificação e manipulação de comportamentos observáveis e descontextualizados. No mesmo 
período, a teoria da Gestalt desenvolveu uma teoria global sobre o processo de resolução, embora 
considerada, por alguns autores, vaga e de insuficiente comprovação empírica (Pozzo, 1998; 
Mayer, 1991). Para os gestaltistas a resolução de um problema envolveria a reorganização de 
seus elementos em uma nova forma, denominada insight. O insight implicaria em uma 
compreensão estrutural do problema composto de várias fases de reformulação até a chegada à 
solução final. 
No final da década de 50, os estudos sobre os processos mentais superiores adquiriram um 
grande avanço em decorrência do desenvolvimento de um novo campo de conhecimento e 
pesquisa: a psicologia cognitiva. Pozzo (1998) lembra que as conquistas desta nova abordagem 
são consideradas revolucionárias para alguns estudiosos, enquanto para outros nada mais são do 
que uma nova roupagem dos princípios behavioristas. Da psicologia cognitiva foram derivados 
vários modelos explicativos do processo de resolução de problemas, entre eles, a teoria do 
processamento da informação. Para a teoria do processamento da informação a cognição 
constitui-se um conjunto de passos por meio dos quais as informações são processadas, e a 
resolução de problemas depende fundamentalmente da adequação das condições externas deste 
processo. A resposta do sujeito a estas condições é considerada produto da associação estímulo-
resposta e modelos de resolução, baseados no processamento de informação executado pelo 
computador, são elaborados a partir destes pressupostos. O modelo computacional de Anderson 
(ACT) é um dos mais conhecidos e privilegia o estudo da relação entre memória e processos de 
generalização e discriminação cognitiva dos sujeitos. 
A teoria dos esquemas (Rumelhart et. al., 1986 apud Pozzo, 1998) e a teoria pragmática 
da indução (Holland et al., 1986 apud Pozzo, 1998), também derivada da psicologia cognitiva, de 
certa maneira, conforme Pozzo (1998), superaram os limites do associacionismo ao conceber a 
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aprendizagem como um processo construtivo. Para a teoria dos esquemas a resolução de 
problemas implica a reestruturação de conceitos por meio da formação de novas estruturas e do 
ajuste dos esquemas já existentes aos novos objetos de conhecimento. Nos modelos mentais, 
construídos pela teoria pragmática da indução por meio de sistemas computacionais, o processo 
de resolução envolve avaliação e aperfeiçoamento das normas de associação de idéias, bem como 
geração de novas regras para a criação de estruturas de conhecimento mais amplas. Para estas 
teorias o sujeito ao resolver problemas aprende, e neste processo de aprendizagem torna-se um 
sujeito produtivo e dinâmico que produz mudanças qualitativas no conhecimento que possuía 
anteriormente. Mudanças apenas parciais, entretanto, segundo o autor, pois nas duas abordagens 
os problemas são tratados como unidades de estudo redutíveis aos seus elementos mais simples e 
os aspectos sintáticos do pensamento são privilegiados em detrimento de seu significado, ou seja, 
de seus aspectos semânticos.  
De acordo com Pozzo (1998) dentre as teorias derivadas da psicologia cognitiva, somente 
a vertente reestruturalista da aprendizagem pode ser considerada verdadeiramente revolucionária 
em sua concepção dos processos mentais. Nesta perspectiva o conhecimento gerado durante o 
processo de resolução de problemas é considerado, de fato, um conhecimento novo. A vertente 
reestruturalista trata simultaneamente dos aspectos sintáticos e semânticos do pensamento, e 
pressupõe a interpretação da realidade como um conjunto de significados que vai sendo 
construído gradativamente. Neste processo de construção o sujeito acabaria por modificar a 
realidade ao compreendê-la. A concepção da aprendizagem como um processo de resolução de 
problemas gerador de novos conhecimentos é considerado pelo autor o ponto comum dos estudos 
de Vygotsky e Ausubel, adeptos dessa vertente teórica. Vygotsky enfatizaria o papel dos 
mediadores sociais na reestruturação conceitual, parte deste processo, enquanto Ausubel 
enfatizaria a interação da nova estrutura de pensamento com as estruturas já presentes no sujeito. 
Para o autor Piaget também faz parte deste conjunto de teorias ao enfatizar o papel do 
desequilíbrio cognitivo provocado pela situação-problema na criação do novo conhecimento. 
Neste processo o desequilíbrio gerado pela insuficiência de esquemas de assimilação do novo 
objeto de conhecimento se constitui no elemento desencadeador da necessidade de acomodação 
das estruturas cognitivas dos sujeitos. A modificação de tais esquemas tem como conseqüência a 
recuperação do equilíbrio cognitivo e a produção de um novo conhecimento. 
Relações possíveis entre processo de resolução de problemas, aprendizagem e 
desenvolvimento foram abordadas mais recentemente em outro conjunto de pesquisas (Coll, 
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1999; Nunes e Bryant 1997; Vergnaud, 1991; Schubauer-Leoni, 1986). Segundo Coll (1999) nem 
todos os sujeitos aplicam a totalidade de seus recursos ou habilidades intelectuais no processo de 
resolução de problemas situando seu desempenho muitas vezes abaixo de suas possibilidades. 
Estas deficiências podem ser explicadas não como limitações de seu desenvolvimento cognitivo 
e, sim, como decorrência de variáveis relacionadas à tarefa ou outras variáveis relacionadas ao 
próprio sujeito. Os interesses e conhecimentos prévios do sujeito são considerados pelo autor 
variáveis capazes de alterar o desempenho da tarefa de resolução de problemas.  
Para o autor a influência dos conhecimentos prévios mostra a importância do conteúdo da 
tarefa na qualidade do processo de resolução de problemas, tanto os de caráter lógico-matemático 
quanto os relacionados às ciências naturais ou humanas. Idéias ou esquemas anteriores dos 
sujeitos, produtos de sua experiência cotidiana, podem levar o sujeito a uma concepção 
equivocada da tarefa ou à produção de erros em sua realização. O desenvolvimento cognitivo é 
uma condição necessária mas não suficiente para o desempenho do sujeito no processo de 
resolução de problemas que requer, ao mesmo tempo, habilidades inferenciais, redes conceituais 
e informações específicas adquiridas na experiência cotidiana e escolar dos sujeitos. Coll (1999) 
destaca que, de uma perspectiva construtivista, a relação entre desenvolvimento, aprendizagem e 
resolução de problemas é bastante estreita. Ao promover perturbações no sistema o processo de 
resolução de problemas permite a ocorrência de mudanças cognitivas, seja na forma de 
aprendizagem ou de desenvolvimento. A resolução de problemas torna-se, assim, o elemento de 
intersecção entre aprendizagem e desenvolvimento garantindo sua dependência e reciprocidade. 
 
 
1.1.1 Resolução de Problemas Matemáticos 
 
Sinais das civilizações egípcia, chinesa e grega mostram que os problemas de matemática 
fazem parte do currículo escolar desde a Antiguidade. Em nossa civilização até o final do século 
XIX o ensino de problemas matemáticos restringiu-se à apresentação dos enunciados e seus 
respectivos modelos de resolução. Onuchic (1999) lembra que neste período os modelos de 
resolução eram treinados a partir de uma lista de problemas com estrutura matemática similar aos 
apresentados pelo professor. A partir do século XX, o ponto de vista associacionista tornou-se o 
mais forte entre as teorias de ensino de matemática. Exercício e prática têm sido sua principal 
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característica e funcionam, ainda hoje, como elementos básicos dos programas de ensino desta 
disciplina.  
Compatível com o associacionismo, a perspectiva comportamentalista entende a 
aprendizagem como resultado da interação do indivíduo com o meio, e tem como foco a 
organização dos conteúdos em seqüência e a ocorrência mínima de erros por parte do sujeito que 
aprende (Schoenfeld, 1987). A teoria gestaltista, embora não tenha contribuído com uma teoria 
instrucional para o ensino da matemática, vem permitido um entendimento mais amplo do 
processo de resolução de problemas. Contrapondo-se à teoria associacionista e 
comportamentalista, para a Gestalt a resolução de um problema não envolve apenas a utilização 
de informações armazenadas, e sim, principalmente, a possibilidade de derivação de princípios e 
estruturas matemáticas para aplicação em novas situações.  
Sob a influência do movimento da Escola Nova e dos estudos de Polya, o ensino de 
problemas passou a ter uma preocupação maior com a compreensão dos sujeitos, e não tanto mais 
com a memorização e treinamento de algoritmos de resolução. Segundo Andrade (1998 apud 
Onuchic, 1999) esta foi a primeira abordagem da resolução de problemas como uma forma de 
aprender matemática. Com base no estudo de Polya (1986), desenvolvido inicialmente na década 
de 40, o processo de resolução passou a ser entendido como um conjunto de passos mais ou 
menos estáveis reproduzidos pelos sujeitos em qualquer situação-problema, independente das 
mudanças de contexto ou de estrutura matemática da tarefa. Neste período a resolução de 
problemas foi inserida em projetos por meio dos quais os alunos vinculavam os conteúdos de 
matemática aos problemas reais de sua comunidade. Durante a Escola Nova a ênfase do ensino 
deixou de ser o produto da tarefa para ser o processo de resolução em si.  
A Matemática Moderna desenvolvida entre as décadas de 60 a 70 voltou-se ao ensino da 
teoria de conjuntos e a estrutura lógica, algébrica e topológica da matemática, mostrando-se 
quase indiferente ao conteúdo de problemas. No final da década de 70, deram início as pesquisas 
em que o processo de resolução de problemas matemáticos tornou-se explicitamente um objeto 
de estudo. As ciências cognitivas tiveram participação ativa neste movimento investigando 
minuciosamente a ação dos sujeitos durante a tarefa de resolução. Com o objetivo de construir 
um modelo do processo de compreensão de problemas matemáticos procuraram identificar a 
natureza do conhecimento e das estratégias de pensamento desenvolvidas pelos sujeitos durante a 
execução da tarefa. O grau de detalhamento alcançado pelas ciências cognitivas nesta direção 
promoveu grandes avanços na compreensão e no ensino da resolução de problemas (Onuchic, 
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1999). Os primeiros trabalhos nesta área permitiram afirmar que a solução de um problema não 
envolve somente a utilização de soluções previamente aprendidas, e sim, a integração e 
reestruturação de todos os conhecimentos e habilidades envolvidas na tarefa (Schoenfeld, 1987). 
Nos anos 80, a atividade de resolução de problemas tornou-se o foco da Educação 
Matemática. Neste período o currículo escolar de matemática é visto como capaz não somente de 
estabelecer relações entre este conhecimento e o mundo real, como também de contribuir para o 
exercício da cidadania e do trabalho dos sujeitos. Três diferentes concepções do processo de 
resolução de problemas passam a conviver no ensino de matemática a partir deste momento. Na 
primeira vertente o processo de resolução é entendido como um método heurístico, isto é, uma 
estratégia geral e aplicável a qualquer tipo ou área de conhecimento; na segunda, significa aplicar 
conceitos matemáticos em diferentes situações a partir do exercício regular dos procedimentos 
mais úteis; na terceira, é entendido como um método de ensinar em que conceitos e 
procedimentos matemáticos são aprendidos durante o processo de escolha, execução e avaliação 
de algoritmos (Onuchic, 1999; Pozzo e Echeverría, 1998).  
Segundo a primeira vertente aprender matemática significa aprender a raciocinar e pensar 
de uma maneira melhor em diferentes áreas de conhecimento. Esta concepção baseia-se na visão 
formalista e idealista de Platão segundo a qual matemática pode desenvolver e exercitar a 
capacidade geral de raciocínio dos sujeitos. Nesta vertente são relevantes os estudos de Mayer 
(1991) e Polya (1986) que definem passos comuns na resolução de qualquer tipo de problema. 
Entendida como uma habilidade cognitiva geral, a solução de problemas envolve a compreensão 
da situação, a concepção de um plano de trabalho, a execução e a análise de seus resultados em 
função da meta estabelecida (Polya, 1986). O processo de resolução de problemas exige dois 
tipos de procedimentos: heurísticos – gerais e independentes do conteúdo do problema, e 
algorítmicos – operações que transformam as informações do problema a partir do plano de ação 
do sujeito. Elaborados a partir do processo de resolução de problemas matemáticos, os métodos 
heurísticos têm sido úteis em problemas com estrutura bem definida e fechada, característicos 
desta área de conhecimento. Segundo Pozzo e Echeverría (1998), aplicados em áreas diferentes 
da matemática, estes métodos têm se mostrado bastante limitados. 
Na segunda abordagem o conhecimento matemático é ensinado com um fim utilitário. Sua 
ênfase é o treinamento e a prática de habilidades e estratégias algorítmicas aplicáveis na 
resolução de problemas rotineiros e não-rotineiros oferecidos pela escola. Esta concepção é 
baseada no pensamento de Aristóteles e compreende a matemática como um poderoso auxiliar na 
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solução de problemas científicos de diferentes áreas, e uma ferramenta útil para analisar e 
resolver tarefas do cotidiano. O caráter aplicado e, ao mesmo tempo, formador da matemática, 
derivados dessas duas vertentes, se integram na formulação da terceira abordagem do ensino de 
problemas. Nesta vertente a solução de problemas é vista como um método para ensinar 
matemática. Os problemas se constituem elementos disparadores do processo de construção do 
conhecimento e os conceitos e habilidades matemáticas são aprendidas dentro do contexto de 
resolução. Esta vertente tornou-se a predominante nas pesquisas e documentos oficiais sobre 
Educação Matemática, incluindo os Parâmetros Curriculares Nacionais adotados no sistema 
educacional brasileiro.  
Segundo Onuchic (1999), as duas primeiras vertentes têm-se alternado no ensino de 
matemática, embora apresentem limitadas possibilidades de transferência da aprendizagem de 
estratégias de resolução a novas situações-problema. As estratégias heurísticas aplicáveis a um 
amplo espectro de situações apresentam um nível reduzido de transferência na resolução de 
problemas particulares, enquanto as estratégias específicas apresentam um grau razoável de 
transferência a uma classe particular de problemas. Pesquisas relacionadas à formação de 
principiantes e especialistas mostram que o desempenho dos sujeitos na resolução de problemas 
depende dos dois tipos de conhecimento. É necessário ao especialista o domínio de 
conhecimentos específicos e o uso estratégico destes conhecimentos na realização da tarefa de 
resolução (Onuchic, 1999; Echeverría, 1998; Pozzo e Echeverría, 1998). O pressuposto básico da 
formação do especialista é o de que as habilidades e estratégias de solução de problemas são 
peculiares a um determinado domínio e intransferíveis para outra área de conhecimento. Sua 
competência na resolução de problemas não decorre de sua capacidade cognitiva geral, e sim de 
seus conhecimentos específicos. No campo da matemática, a perícia implica a utilização 
pertinente de recursos conceituais e de procedimentos mediante o uso de estratégias heurísticas. 
Estes recursos são ativados mediante processos mentais inconscientes, tornados conscientes 
quando a situação-problema demanda um funcionamento reflexivo (Onuchic, 1999; Pozzo e 
Echeverría, 1998).  
Duas grandes linhas teórico-metodológicas, as teorias cognitivas e a teoria construtivista, 
contribuíram fortemente para o progresso dos estudos sobre resolução de problemas. Das teorias 
cognitivas resulta, entre outros aspectos, a distinção entre problema e exercício. Um problema 
existe na medida em que o sujeito não tenha disponível um caminho rápido e direto para sua 
solução, enquanto o exercício implica ter disponíveis os recursos cognitivos que levam à solução 
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imediata. Quando fornecidos como um exercício escolar os problemas objetivam a repetição de 
técnicas algorítmicas aprendidas. O grau de novidade que a situação representa para o sujeito 
determina sua interpretação como um problema ou não, ou seja, uma mesma situação pode 
significar um problema para um sujeito e um mero exercício para outro.  
O problema matemático converte-se em exercício quando com um mínimo de recursos 
cognitivos o sujeito é capaz de reduzi-lo a uma tarefa rotineira, e requer a utilização estratégica 
de conhecimentos, habilidades e técnicas já aprendidas quando se apresenta como uma situação 
nova. Estes recursos tornam-se disponíveis e flexíveis para a resolução de novas situações a partir 
da automatização e rotinização garantida pelo exercício de procedimentos (Pozzo e Echeverría, 
1998). A resolução de um problema exige que o sujeito seja “capaz de interpretar e lembrar de 
fatos baseados em seu conhecimento e em suas experiências passadas”, e ativo, capaz de 
construir e mobilizar com adequação seus recursos cognitivos (Onuchic, 1999, p.210).  
Tornar-se um especialista depende não somente do exercício semântico e estratégico de 
problemas como apontam alguns autores (Chase e Chi, 1981; Rissland 1978 apud Silver, 1987) 
nem tão pouco dos aspectos apenas construtivos de sua aprendizagem como apontam outros 
(Anderson 1982 apud Silver, 1987) e, sim, da integração destes dois elementos como afirmam 
vários estudos (Perrenoud, 1999; Coll, 1999; Pozzo e Echeverría, 1998). O exercício automatiza 
os conhecimentos transformando-os em ferramentas intelectuais imediatamente disponíveis ao 
processo de assimilação e acomodação cognitivas. A criação de respostas originais e, portanto, a 
produção de novos conhecimentos está alicerçada nos esquemas conceituais e de procedimentos 
disponíveis no sistema cognitivo dos sujeitos. Sobre tais esquemas desenvolvem-se os processos 
mentais conscientes de resolução.  
As situações-problema que promovem a tradução da linguagem verbal para a matemática 
e a aprendizagem de procedimentos de resolução nos quais se inserem as técnicas algorítmicas já 
aprendidas, embora possam ser considerados exercícios, estão mais próximas do conceito de 
problema. Também utilizadas pela escola, estas situações exigem a elaboração de um plano de 
ação por parte do sujeito. Segundo Echeverría (1998) juntamente com os problemas que 
promovem a exploração e modelagem de estratégias informais, e o estabelecimento de conjeturas 
e hipóteses sobre estratégias formais, tais situações são fundamentais para a aprendizagem de 
conceitos e procedimentos, e a aquisição de atitudes positivas frente ao conhecimento 
matemático. Se enraizados na vida cotidiana estes problemas permitem a continuidade da 
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construção de conceitos matemáticos já em elaboração por parte dos sujeitos com base em suas 
experiências lógico-matemáticas informais.  
Por intermédio dos problemas, conceitos aritméticos como as quatro operações conectam-
se a situações cotidianas de referência e a sistemas de representação informais ou convencionais. 
Em um estágio pré-operatório esta conexão implica fazer corresponder coordenações elementares 
das ações do sujeito à situação empírica em que se realiza sua experiência lógico-matemática, e 
às notações informais que utiliza para representar simbolicamente suas ações. Em um estágio 
operatório significa corresponder à operação mental construída sobre as coordenações das ações 
do sujeito, a situação de referência onde as relações entre quantidades são estabelecidas e as 
formas de notação convencional que representam simbolicamente as quantidades, suas relações e 
as operações mentais exercidas sobre elas (Ruiz e Bellini, 2001). Para Vergnaud (1994), tal 
correspondência representa uma relação homomórfa entre significado, significante e situações de 
referência de um determinado conteúdo matemático.  
Para a compreensão do processo de resolução de problemas a teoria construtivista 
contribui com duas grandes linhas de interpretação do conhecimento matemático: o 
construtivismo trivial, para o qual a matemática faz parte de uma realidade ontológica a ser 
descoberta pelos sujeitos; e o construtivismo radical, para o qual a matemática deve ser uma 
matemática do próprio sujeito, isto é, fazer parte de sua visão de mundo e constituir um modelo 
conceitual construído a partir de suas ações e de sua linguagem. Para o construtivismo radical a 
matemática ensinada na escola é sempre a matemática do outro que depende, para ser aprendida, 
da estrutura interpretativa do sujeito. Construída a partir de experiências cotidianas e escolares, 
esta estrutura determina o quê e como os objetos da realidade são percebidos e compreendidos. 
Ao ser aprendido o conteúdo deixa de ser um saber do professor para converter-se em um saber 
do aluno. Esquemas conceituais prévios de cada sujeito determinam sua interpretação peculiar e 
diferenciada da dos demais (Schoenfeld, 1987). Neste processo a assimilação integra a realidade 
às estruturas cognitivas dos sujeitos e precede a aprendizagem cujas perturbações no sistema são 
neutralizadas pelo processo de acomodação dos esquemas já existentes (Steffe, 1988). 
Para vários autores (Onuchic, 1999; Pozzo e Echeverría, 1998; Nunes e Bryant, 1997; 
Vergnaud, 1994, 1988; Mayer, 1991; Wearne e Hiebert, 1988; Case e Sandieson, 1988; Polya, 
1986) a solução de problemas, entendida como um método de ensino de matemática, constitui-se, 
ao mesmo tempo, em um meio de produzir um novo conhecimento, e em um processo no qual 
podem ser aplicados os conhecimentos previamente construídos. A criação e escolha de 
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diferentes procedimentos de solução permitem a aprendizagem de conteúdos matemáticos 
inseridos em um processo construtivo (Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1994). Deste ponto de 
vista, resolver problemas pode se converter em um modo profícuo para a construção de uma 
matemática própria do sujeito que aprende, ou seja, um caminho por meio do qual pode pensar 
matematicamente sobre o mundo e suas experiências cotidianas.  
Por meio da resolução de problemas o sujeito pode estabelecer as relações necessárias 
entre o saber informal, adquirido em sua vida cotidiana, e o conhecimento formal, transmitido 
pela escola. A compreensão matemática implícita neste processo advém da capacidade dos 
sujeitos de “relacionar uma determinada idéia matemática a um grande número ou a uma 
variedade de contextos [...]; relacionar um dado problema a um grande número de idéias 
matematicamente implícitas nele”; e de relacionar “as várias idéias contidas” numa determinada 
situação-problema (Onuchic, 1999, p.208). Em sujeitos que receberam ensino formal sobre 
resolução de problemas a adaptação cognitiva produzida por uma nova aprendizagem deste 
conteúdo torna possível o desenvolvimento de um processo de re-conceitualização da relação 
entre algoritmos convencionais e invariantes matemáticos (Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 
1993; Greer, 1988). 
 
Fatores que interferem no processo de resolução de problemas  
Estudos sobre o processo de resolução de problemas de especialistas e principiantes têm 
demonstrado que os conhecimentos envolvidos na tarefa determinam a ação dos sujeitos. 
Estruturas conceituais que permitam um raciocínio pragmático, intimamente relacionado ao 
conteúdo, às metas e contexto social da tarefa são fundamentais neste processo. Segundo 
Echeverría (1998) tais aspectos condicionam a escolha dos procedimentos de resolução, bem 
como o que é avaliado como certo e errado na solução de um problema. A construção de uma 
representação adequada do problema, a tradução em linguagem matemática, o planejamento de 
estratégias de resolução, a avaliação dos resultados e sua interpretação como uma solução 
plausível exige o domínio de conhecimentos matemáticos e não-matemáticos. A presença desses 
conhecimentos e a forma como são apresentados nos enunciados influenciam todos os processos 
envolvidos na atividade de resolução (Mayer, 1991). 
A representação e tradução de um problema envolvem conhecimentos lingüísticos, 
semânticos e conceituais que “facilitem a compreensão da tarefa, permitam sua representação 
em termos matemáticos e ajudem a elaborar um plano para resolvê-la”; enquanto o processo de 
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solução em si exige conhecimentos heurísticos que ajudem a estabelecer as metas e os meios 
úteis para alcançá-la, e algorítmicos que permitam executar as estratégias planejadas (Echeverría, 
1998, p.52). Os conhecimentos lingüísticos permitem compreender as expressões escritas do 
problema; os semânticos, o contexto em que o problema se desenvolve; e os conceituais, sua 
estrutura matemática. Em razão de sua importância, a relação dos conhecimentos prévios dos 
sujeitos com o contexto e a estrutura semântica do problema é considerada uma categoria capaz 
de explicar o desempenho dos sujeitos na atividade de resolução.  
Segundo Lester (1983), em conjunto com esta categoria a relação entre a forma e a 
linguagem dos enunciados e a tradução matemática dos problemas, os processos mentais 
implícitos e explícitos utilizados pelos sujeitos durante o processo de resolução abarcam o maior 
número possível de fatores capazes de influenciar o processo de resolução de problemas. 
Peressini e Knuth (1998) destacam como fatores que facilitam ou dificultam a atividade de 
resolução a interpretação inadequada do enunciado do problema; o não entendimento da 
linguagem ou do contexto do enunciado; a falta de conexão entre as invariáveis matemáticas e a 
situação apresentada no enunciado; a dificuldade de expressar simbolicamente o raciocínio 
matemático e o conhecimento que possui; ou ainda, a inadequação ou incorreção da tarefa 
proposta. Entre as variáveis relacionadas ao sujeito, a compreensão da leitura é considerada por 
vários autores (Echeverría, 1998; Brito, M.; Fini, L. e Garcia, V., 1994; Lemoyne e Tremblay, 
1986) como uma das mais importantes. 
Em um estudo com universitários, Brito, M.; Fini, L. e Garcia, V. (1994) constataram a 
predominância da compreensão da leitura em relação a outras variáveis presentes no processo de 
resolução como a compreensão da natureza do problema e habilidades matemáticas específicas 
(flexibilidade de pensamento matemático, habilidade de alcançar ou abreviar passos de uma 
resolução e memória específica para elementos matemáticos). Em outro estudo com 
universitários de diferentes áreas de formação, De Luca (1991) observou resultados similares 
sobre a influência da compreensão da leitura na tarefa de resolução. Alunos cujos problemas 
foram apresentados por meio de equações matemáticas obtiveram melhores resultados em sua 
resolução do que aqueles, cujo material didático foi apresentado com linguagem verbal. Segundo 
o autor, a linguagem matemática facilitou a recuperação mnemônica e a aplicação de conceitos já 
aprendidos em novas situações-problema.  
A compreensão lingüística da tarefa é considerada por Sisto et al. (1994) e Fini et al. 
(1994) uma das causas do baixo desempenho de alunos das primeiras séries do ensino 
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fundamental, em avaliações escritas de matemática. Nesta faixa etária, de acordo com alguns 
estudos (Clarkson, 1991), os erros de compreensão dos problemas apresentam uma relação 
significativa com a medida de competência da linguagem dos sujeitos. Segundo Le Blanc e 
Weber-Russel (1996), a deficiência na linguagem influencia negativamente a compreensão das 
relações matemáticas contidas nos enunciados dos problemas. Contribuem para isto as diferenças 
de uso do léxico da linguagem cotidiana e da matemática. Para Echeverría (1998) diferentemente 
da linguagem cotidiana permeada de ambigüidades lingüísticas e semânticas a linguagem 
matemática faz um uso bastante preciso e, muitas vezes, diferenciado do conhecimento dos 
sujeitos. Dependendo do que o aluno houver entendido do problema, os procedimentos de 
resolução que irá usar serão diferentes, tornando-o muitas vezes insolúvel ou de soluções 
impossíveis ou não razoáveis logicamente.  
Dados similares foram obtidos por Lemoyne e Tremblay (1986) em uma pesquisa com 
estudantes entre nove e doze anos de idade. A partir do desenvolvimento de intervenções 
didáticas para o exercício da análise semântica de enunciados, os autores constataram que a 
melhoria na compreensão de leitura foi acompanhada pelo aumento do número de acertos nos 
problemas, bem como pelo aumento da clareza e precisão da linguagem utilizada nos relatos dos 
procedimentos de resolução. Consideram a competência lingüística fundamental para o processo 
de resolução de problemas e dependente da maturidade e do nível escolar dos sujeitos. 
Ao investigar a influência da compreensão de leitura sobre o desempenho de problemas 
em adultos graduandos de cursos da área educacional, Terry (1992) identificou duas fases deste 
processo na leitura de problemas aritméticos com enunciado verbal. Na primeira, denominada 
“primeira leitura”, é descoberto o sentido do problema. Nesta fase realiza-se uma leitura 
globalizada dos números sem distinção de sua extensão e magnitude ou uma leitura direcionada 
aos números com identificação de sua extensão e de alguns de seus dígitos. Na segunda, 
denominada “releitura”, a atenção do sujeito dirige-se para os numerais do enunciado a fim de 
distingui-los com precisão. Números com um a quatro dígitos necessitam de uma releitura, 
enquanto números maiores com seis ou sete dígitos necessitam de duas releituras. Durante a fase 
de releitura ocorrem dois outros tipos de conduta: uma releitura para assegurar a decisão sobre o 
procedimento a ser adotado na resolução, e outra para copiar os dados dos cálculos. O método 
mais econômico para resolução de problemas baseia-se na leitura direcionada dos dados na 
primeira fase, o que comumente dá origem a um cálculo direto sem releitura. Para a execução do 
cálculo um número é escolhido como base e é este o número escrito primeiro, momento no qual o 
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procedimento aritmético já foi escolhido pelo sujeito. Segundo o autor, os demais dados do 
problema são simplesmente apostos ao primeiro. 
Os elementos contextuais são também considerados fatores determinantes para a 
compreensão dos problemas, pois, podem representar um choque frente aos conhecimentos 
informais que os sujeitos possuem e trazem para o meio escolar. Quando coincidem com as 
experiências dos alunos estes elementos facilitam sua compreensão e resolução, e quando, pelo 
contrário, contradizem estas experiências tornam-se obstáculos à ativação dos recursos 
conceituais e de procedimentos pertinentes à situação-problema (Echeverría, 1998). Nas quatro 
primeiras séries elementares, o uso de conteúdos não familiares nos enunciados é um forte 
gerador de dificuldades para a representação e resolução de problemas aritméticos (Kamii e 
Dominick, 1998; Nunes e Bryant, 1997; Silver, 1987). Estudos (Echeverría, 1998; Kamii, 1995; 
Carraher e Schliemann,1983) mostram uma estreita relação entre engajamento social do conteúdo 
do problema e desempenho dos alunos em sua resolução. Crianças com baixa renda e baixo 
rendimento escolar apresentam melhores resultados na atividade de resolução de problemas com 
conteúdo diretamente relacionado à sua vida cotidiana, e obtém desempenho insatisfatório nos 
problemas sem conexão com sua realidade social.  
Segundo Saxe (1991) ocorre um forte impacto das experiências e conhecimentos 
informais do aluno sobre atividade de resolução de problemas. O saber informal influencia tanto 
o envolvimento dos sujeitos na tarefa quanto sua compreensão do problema e a escolha adequada 
de procedimentos para a resolução. Para que uma tarefa escolar seja manipulada pelo sujeito 
como um problema é necessário que tenha relação com seus interesses, ou adote um formato 
interessante para a faixa etária em foco. Para tanto é imprescindível a ampliação das 
características dos problemas escolares com a inclusão de problemas abertos ou mal definidos. 
Para Pozzo e Echeverría (1998), a tarefa de resolução de problemas, desenvolvida como um 
processo de tomada de decisões e de construção do conhecimento matemático exige uma 
intervenção didática que privilegie o funcionamento reflexivo dos alunos. O uso estratégico dos 
esquemas conceituais e de procedimentos disponíveis é decorrente da consciência que os sujeitos 
possuem desses recursos e do processo de reflexão que permeia a atividade de resolução 
(Echeverría, 1998).  
As idéias e teorias prévias sobre a matemática constituem esquemas conceituais intuitivos 
que determinam as inferências dos sujeitos sobre a estrutura matemática dos problemas. A 
representação que o sujeito é capaz de construir sobre um problema permite a evocação de 
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recursos de procedimentos pertinentes à situação, e a identificação de suas informações 
relevantes e não-relevantes. A representação de um problema é sustentada por sua estrutura 
semântica e a ordem de apresentação de suas informações conhecidas e desconhecidas (Treffers, 
1989 apud Greer, 1994; Lester, 1983). A resolução correta de um problema exige uma 
compreensão adequada de sua estrutura semântica intimamente relacionada à posição que a 
incógnita ocupa no enunciado. A estrutura semântica define o cálculo relacional e aritmético do 
problema. O sujeito organiza seu plano de resolução a partir do cálculo relacional do problema. 
As inferências e deduções construídas sobre as relações matemáticas de um problema constituem 
seu cálculo relacional, anterior e independente do cálculo aritmético. O cálculo relacional 
determina o cálculo aritmético implementado pelo sujeito (Vergnaud, 1991).  
Entre os alunos das primeiras séries a estrutura semântica dos problemas aditivos é 
representada em sua maioria por meio de sentença numérica. Entretanto, em apenas 9% dos casos 
a sentença numérica mostra-se equivalente à solução aritmética. A maioria dos sujeitos resolve os 
problemas do ponto de vista lógico e não é capaz de representar seu raciocínio por meio dos 
algoritmos ensinados pela escola. Nestes casos o problema é resolvido por meio de cálculo 
mental ou estimativo. Embora os procedimentos de resolução evidenciem domínio das relações 
aditivas por parte dos sujeitos, o sistema simbólico convencional ainda se encontra em fase de 
construção (Zunino, 1995; Carey, 1992)4. A não correspondência entre representação simbólica e 
estratégias mostra a importância da compreensão da estrutura semântica dos problemas para sua 
resolução. 
As relações entre quantidades constituem a base do conhecimento matemático. Nos 
problemas aritméticos podem ser identificadas relações binárias, ternárias e quaternárias. As 
relações binárias formam o núcleo do cálculo relacional dos problemas aritméticos e sobre elas se 
estabelecem as demais. Nas relações ternárias os elementos de uma relação binária constituem 
seus estados e transformações, enquanto nas quaternárias duas relações binárias associam-se em 
uma relação de identidade. Os problemas aditivos são definidos por relações ternárias e 
agrupados em categorias conforme os estados, transformações e comparações das quantidades 
presentes em seus enunciados. A solução deste tipo de problemas exige a utilização das 
operações aritméticas de adição ou subtração.  
Vergnaud (1991) agrupa os problemas aditivos em seis categorias: na primeira, duas 
medidas se compõem (a + b = x) para dar lugar a outra medida; na segunda. uma transformação 
                                                          
4 As fases de construção do sistema simbólico das primeiras séries são desenvolvidas em tópico posterior, p.71-74. 
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opera sobre uma medida para dar lugar a outra medida [a + (+b) = x]; na terceira, uma relação 
une duas medidas [a + (-b) = x]; na quarta, duas transformações se compõem para dar lugar a 
uma transformação [(+a) + (-b) = (-x)]; na quinta, uma transformação opera sobre um estado 
relativo para dar lugar a outro estado relativo [(-a) + (+b) = (-x)]; e na sexta categoria, dois 
estados relativos se compõem para dar lugar a outro estado relativo [(-a) + (+b) = (-x)], embora 
semelhantes, os dois últimos casos têm como diferença a ordem temporal, presente apenas no 
penúltimo. As seis categorias originam novas classes de problemas conforme a variação de seus 
elementos conhecidos e desconhecidos, ou seja, a variação da posição da incógnita no enunciado. 
Tais variações, segundo o autor, podem provocar maior ou menor dificuldade para o sujeito na 
atividade de representação e resolução dos problemas aditivos. 
Na classificação de Riley et al. (1983) e Kintsch e Greeno (1985 apud Greeno, 1987) são 
identificados três padrões de relações dos problemas aditivos. No primeiro, denominada 
transformação, uma das quantidades é considerada o estado inicial, a outra define o quanto de 
transformação este estado vai sofrer, e a terceira, o resultado da transformação. No segundo 
padrão, denominado parte-todo, duas quantidades são consideradas partes de uma terceira, 
considerada o todo. No terceiro padrão, denominada comparação, uma quantidade é a base de 
referência, a outra é comparada com esta e a terceira constitui a diferença entre as duas primeiras. 
Os problemas de estrutura multiplicativa envolvem relações ternárias e quaternárias e são 
agrupados em categorias diferentes conforme os critérios adotados pelos autores5.  
Os problemas com estrutura comparativa, tanto os aditivos quanto os multiplicativos, 
apresentam maior dificuldade de resolução que os de transformação. Em pesquisa com estudantes 
universitários Lewis e Mayer (1987) e Verschaffel, L.; De Corte, E. e Pauwels, A. (1992) 
confirmam essa tendência, já encontrada na escola elementar por Vergnaud (1991). A relação 
estática entre dois estados, presente na estrutura comparativa, em oposição à modificação de um 
estado para constituição de um novo, característica da estrutura de transformação, é o principal 
motivo apontado pelos autores para essa dificuldade. É a posição da incógnita que define a 
classificação dos problemas de estrutura comparativa. Riley et al. (1983 apud Verschaffel et al., 
1992) distinguem seis classes deste tipo de problemas conforme a incógnita está situada na 
quantidade referência, na quantidade comparada, na diferença entre duas quantidades ou na 
direção da diferença entre duas quantidades, para mais ou para menos. Nos problemas 
                                                          
5 A estrutura semântica dos problemas multiplicativos é descrita no ítem seguinte deste capítulo: Resolução de 
problemas multiplicativos. 
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comparativos é maior a tendência dos sujeitos de, na primeira leitura, associar palavras-chaves a 
operações aritméticas. Em geral, esta conduta origina uma resolução incorreta, pois, 
diferentemente dos outros tipos de problemas, nestes as palavras não são consistentes com a 
operação exigida (Nescher e Teubal, 1975). 
A ordem de apresentação da incógnita no enunciado expressa a estrutura semântica do 
problema, e, em razão disso, influencia fortemente a escolha das estratégias de resolução. Em um 
experimento com alunos de segunda série elementar De Corte e Verschaffel (1987) encontraram 
evidências de forte impacto da ordem de apresentação da incógnita sobre a escolha da estratégia 
de resolução de problemas aditivos. Adib (1990) estudou os efeitos da posição da incógnita, tipos 
de operação e posição dos dados na equação aritmética na resolução de problemas multiplicativos 
em alunos da terceira série fundamental. Kouba (1989) constatou a influência da ordem de 
apresentação das quantidades conhecidas e desconhecidas dos problemas multiplicativos sobre o 
desempenho de alunos de quarta série elementar, como já observado anteriormente por Carpenter 
e Moser (1979 apud Kouba, 1989) em problemas com estrutura aditiva.  
A incógnita implícita na pergunta do problema exige sua identificação e conversão em 
uma equação aritmética. A resposta a uma pergunta que é formulada verbalmente, e deve ser 
transformada em símbolos matemáticos para ser respondida, constituiu-se em uma das maiores 
dificuldades do processo de resolução de problemas. Nos problemas aditivos de tipo estado-
transformação-estado, os mais comuns nas primeiras séries, a incógnita pode estar localizada no 
estado final, inicial ou em sua transformação. Sua localização no estado inicial ou na 
transformação provoca mais erros dos sujeitos, pois, exige cálculos relacionais e procedimentos 
de resolução mais complexos, como a inversão de uma transformação direta ou a aplicação de 
uma transformação negativa. Nesta faixa etária, estes problemas são resolvidos com facilidade 
por meio de cálculo mental, mas sua representação por meio de algoritmo apresenta certa 
dificuldade. Problemas com incógnita no estado final não apresentam dificuldade e são resolvidos 
por meio de cálculo mental, desenho e algoritmo numérico. Segundo Busquets (1996) o desenho 
da seqüência de eventos do problema facilita a tomada de consciência do procedimento utilizado 
pelos sujeitos. 
Em problemas com estrutura multiplicativa a posição da incógnita também determina 
diferenças no desempenho dos sujeitos. Entre os problemas multiplicativos com isomorfismo de 
medidas, apresentam maior dificuldade os que envolvem divisão-quotição nos quais a incógnita 
refere-se ao número de unidades que deve ser identificado a partir do valor de uma unidade 
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fornecida no enunciado (a / x = c / d). Entre os de tipo produto de medidas, apresentam maior 
dificuldade os que envolvem divisão e exigem a determinação da incógnita a partir da medida-
produto conhecida (Vergnaud, 1991). A identificação da incógnita é facilitada pela utilização de 
modelos de representação que permitem a visualização das informações e o estabelecimento de 
relações entre os dados conhecidos e desconhecidos do problema (Shalin e Bee 1985 apud 
Greeno, 1987; Marshall 1985 apud Greer, 1994).  
Estudos com alunos de séries elementares (Rosenthal e Resnick, 1971) e estudantes 
universitários (Lewis e Mayer, 1987 e Verschaffel, L.; De Corte, E. e Pauwels, A., 1992) 
demonstram a influência da ordem de apresentação das informações do problema sobre o seu 
desempenho. Os alunos apresentam maior dificuldade em problemas cuja ordem dos termos não 
corresponde a convencionalmente utilizada na escola. Neste tipo de problemas, denominados 
inconsistentes, os sujeitos precisam distinguir a seqüência da informação fornecida e a seqüência 
dos eventos para que possam compreender sua estrutura semântica (Rosenthal e Resnick, 1971). 
Sua resolução é feita a partir da reorganização mental das informações do enunciado conforme os 
modelos consistentes que os sujeitos conhecem. Por esta razão, segundo Lewis e Mayer (1987) e 
Lewis (1989), estes problemas oferecem maiores riscos de erros de compreensão. 
A inversão da ordem das informações pertinentes, sua desordem ou, ainda, a apresentação 
destas informações como parte de um conjunto de informações irrelevantes pode originar sérias 
dificuldades para a compreensão dos problemas matemáticos nas quatro primeiras séries do 
ensino fundamental. Resultado similar provoca a introdução de números com mais de dois dígitos 
ou de tipo decimal em problemas de uma mesma classe. Certos números proíbem o uso de 
procedimentos mais simples ou imediatos conhecidos pelos sujeitos, obrigando-os a buscar novas 
estratégias e algoritmos muitas vezes ainda não dominados. Também a introdução de quantidades 
de tipo contínuo pode aumentar as dificuldades de resolução em razão da presença de medidas e 
números irracionais não dominados nas quatro primeiras séries fundamentais (Vergnaud, 1991). 
A maneira como principiantes e especialistas resolvem problemas contribuem para as 
dificuldades de organização das informações dos enunciados. Sujeitos com pouco domínio das 
relações matemáticas tendem a fazer uma análise superficial das características da tarefa. 
Realizam uma tradução rápida, literal e linear dos problemas em símbolos matemáticos. Os 
especialistas tendem a fazer uma tradução global do problema, o que contribui para a 
identificação de inconsistências, incoerências e expressões relevantes e não-relevantes à sua 
resolução (Echeverría, 1998). 
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Em pesquisa realizada com estudantes universitários da área da psicologia, Campbell 
(1994) encontrou uma forte interação entre o tamanho dos enunciados, a forma de apresentação 
de suas quantidades e a recuperação mnemônica dos processos aritméticos necessários para sua 
resolução. Os resultados indicaram que quantidades apresentadas em linguagem verbal provocam 
maior dificuldade e dispêndio de tempo na decodificação e compreensão dos elementos e 
processos aritméticos envolvidos nos problemas. De acordo com o autor, omissões e confusões 
entre as operações requeridas são erros comuns nestas condições, pois, o processamento 
numérico envolve mecanismos associativos facilmente inibidos ou ativados conforme o código 
de linguagem fornecido na tarefa. Aprender a transpor as quantidades apresentadas em diferentes 
sistemas de notação para um mesmo sistema simbólico, antes de serem submetidas ao cálculo 
aritmético, é a sugestão de Vorberg e Bankenberger (1993) para a solução desta dificuldade.  
A memória semântica é também apontada como uma das variáveis de influência sobre o 
processo de resolução de problemas. Silver (1987) identificou dois tipos de memória semântica: a 
proposicional ou declarativa e a algorítmica ou de procedimentos. Na aprendizagem de 
matemática as duas formas de memória são intimamente relacionadas, pois, as informações 
proposicionais estão presentes na organização, seleção e execução de procedimentos (Greeno 
1973 apud Silver, 1987). Os procedimentos são organizados em uma rede de ações que incluem 
suas pré-condições e conseqüências facilitando o planejamento do caminho a ser percorrido na 
resolução de um problema. A interdependência do procedimento em relação às informações 
proposicionais implica que planejar uma seqüência de ações dependa também do nível de 
conhecimento do sujeito (Sacerdoti 1977 apud Silver, 1987).  
Durante a resolução de problemas o processamento de informações depende da interação 
entre a tarefa proposta, a memória de longo alcance e a memória de trabalho. A representação 
mental do problema é elaborada pelo sujeito na memória de trabalho com o uso de recursos 
disponíveis na memória de longo alcance. A memória semântica contribui para a construção de 
uma correspondência cada vez maior entre o problema proposto e a representação mental do 
sujeito. A representação inicial do problema, construída durante a primeira leitura, pode ser 
modificada gradualmente pela interação entre as informações do enunciado e os conhecimentos 
armazenados anteriormente pelo sujeito. O uso da memória semântica é facilitado ou dificultado 
pela organização das informações armazenadas pelo sujeito (Silver, 1987).  
O armazenamento de categorias de problemas tendo como base sua estrutura matemática 
permite um melhor desempenho dos sujeitos, menos susceptíveis à influência de variáveis 
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relacionadas à sua forma de apresentação. A categorização auxilia a recuperação de informações 
da memória de longo alcance e fornece modelos de problemas que podem ser utilizados em novas 
situações. Em contrapartida, segundo Silver (1987), o estabelecimento destes modelos pode vir a 
dificultar a resolução de problemas que exigem mudança do procedimento de resolução. Ou 
ainda, a seleção apressada de um procedimento a partir da identificação de similaridades da tarefa 
com um problema-tipo.  
Para Lesh (1985) e Larkin (1980 apud Silver, 1987) a escolha adequada de um 
procedimento de resolução depende da representação que o sujeito é capaz de construir sobre 
uma determinada situação-problema. Uma representação qualitativamente mais refinada do 
problema permite uma análise quantitativa proporcionalmente mais adequada. No processo de 
compreensão da tarefa as representações permitem a comparação, o reconhecimento e a 
conscientização da similaridade de relações matemáticas existentes entre um e outro problema 
evitando o uso inapropriado de modelos. Estas atividades constituem-se aspectos meta-cognitivos 
do processo de resolução de problemas a partir dos quais os sujeitos realizam o monitoramento, a 
regulação e a auto-avaliação de sua atividade cognitiva (Schoenfeld, 1985; Silver, 1985 e Flavell 
1979 apud Silver, 1987). Por meio da meta-cognição o enfrentamento de uma situação-problema 
é capaz de produzir mudanças nos recursos cognitivos utilizados pelos sujeitos. Tais mudanças, 
segundo White (1995), não ocorrem de maneira simultânea em grande extensão do sistema, pois, 
são localizadas e parciais. Desenvolvidas em um determinado contexto nocional as habilidades 
estratégicas, meta-estratégicas e meta-cognitivas, contudo, podem tornar-se disponíveis para o 
sujeito em qualquer outro conteúdo. A meta-estratégia caracteriza-se pela habilidade de 
administrar as estratégias possíveis e disponíveis em uma tarefa de resolução, enquanto a meta-
cognição caracteriza-se pela reflexão sobre o conteúdo do próprio pensamento (Kuhn et al., 
1995). 
Meta-estratégia e meta-cognição são conceitos presentes no processo de formação de 
competências de Perrenoud (1999). Ser competente implica julgar a pertinência da situação-
problema e dos recursos cognitivos disponíveis com vistas a sua ativação. Neste processo, 
conhecimentos de natureza diversa (declarativos, de procedimentos e condicionais) são 
integrados e mobilizados pelo sistema cognitivo. A transformação dos conhecimentos prévios e 
das informações do problema em recursos disponíveis para o processamento cognitivo é quase 
inteiramente inconsciente e implícito em suas ações. Torna-se explícito quando dificuldades e 
obstáculos originados da situação-problema exigem a tomada de consciência dos recursos e 
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processos mentais utilizados pelos sujeitos. A competência faz parte da formação do especialista 
que implica não somente no domínio de conhecimentos específicos de sua especialidade, como 
também de processos mentais conscientes diretamente relacionados ao seu campo de atuação.  
Vários estudos têm demonstrado a influência dos conhecimentos e habilidades do 
especialista sobre o processo de resolução de problemas (Coll, 1999; Perrenoud, 1999; Pozzo, 
1998; Pozzo e Echeverría, 1998; Vergnaud, 1993). Num estudo desenvolvido com o ensino 
médio, Alves e Brito (1999) encontraram uma forte relação entre habilidades e conhecimentos 
específicos, experiências prévias dos alunos e seu desempenho na tarefa de resolução de 
problemas. Um especialista é capaz de reconhecer com maior facilidade os elementos conhecidos 
e desconhecidos de um problema operando sobre ele de modo competente. Estabelece de uma 
maneira quase instantânea seu plano de ação: mobiliza esquemas conceituais e de procedimentos 
já estabilizados em seu sistema cognitivo, ou inicia um processo de reflexão que envolve a 
utilização destes recursos para a elaboração de uma resposta original. Dispendioso em termos de 
tempo e de esforço, o processo de reflexão é iniciado quando dificuldades ou obstáculos 
impedem a redução da situação a um problema rotineiro e demandam uma solução nova. 
O sucesso do especialista é devido, em parte, ao controle consciente que possui dos 
princípios conceituais e de procedimentos envolvidos nos problemas de sua especialidade. No 
campo da matemática, os especialistas mostram-se hábeis na mobilização dos conhecimentos e 
processos de meta-cognição específicos (identificação da pergunta do problema, manipulação das 
informações, identificação dos erros de procedimento, avaliação dos resultados, comparação dos 
resultados e da pergunta inicial) para buscar uma solução. Um principiante, sem suficientes 
conhecimentos e habilidades automatizadas para transformar o problema em um exercício ou em 
objeto de reflexão, recorre a uma estratégia de meios e fins. Nesta estratégia o ponto de partida é 
a solução a partir da qual o sujeito opera sobre os dados do problema tentando reduzir a diferença 
entre a solução e o estado inicial (Pozzo e Echeverría, 1998).  
A meta-cognição torna conscientes ou tácitos os saberes inconscientes ou implícitos 
(Greeno, 1987). Modelos de compreensão e resolução de problemas têm sido organizados para 
torná-los explícitos e disponíveis na consciência dos sujeitos. Os modelos são elaborados a partir 
de padrões de informação utilizados em diferentes problemas aritméticos (Riley et al., 1983; 
Kintsch e Greeno, 1985; Briars e Larkin, 1984; e Shalin e Bee 1985 apud Greeno, 1987). Dois 
padrões de informação são considerados básicos para a compreensão de problemas: a 
identificação de quantidades e o reconhecimento das relações existentes entre estas quantidades. 
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As quantidades são identificadas pelos numerais presentes no enunciado, e suas relações 
permeiam a estrutura matemática do problema (Riley et al., 1983 apud Greeno, 1987).  
Ao fornecer uma representação mais abstrata dos problemas os modelos instrucionais 
permitem o raciocínio sobre suas relações matemáticas sem utilização de numerais. O uso desses 
modelos não se constitui, porém, em uma unanimidade, pelo contrário. Vários estudos 
(Verschaffel e De Corte, 1993; Greer, 1994), posicionam-se desfavoravelmente ao seu uso por 
envolverem estratégias de resolução superficiais que treinadas pelos sujeitos ofereceriam uma 
compreensão limitada das relações matemáticas contidas nos problemas. Sugerem que a melhoria 
de desempenho dos sujeitos em pesquisas que os utilizam, é decorrente não tanto da compreensão 
e generalização das estratégias de resolução, e sim do caráter estereotipado dos problemas, 
treinados e testados nestes experimentos.  
A suscetibilidade do sujeito para escolher uma estratégia incorreta e sua capacidade de 
manutenção e recuperação de estratégias de resolução recentemente ativadas foi estudada por 
Roth e Milkent (1991). Concluíram que são os estudantes com baixa condição para manutenção e 
recuperação de estratégias os que apresentam maiores dificuldades para transferi-las para uma 
nova situação. Para estes sujeitos a generalização de estratégias de resolução de problemas exige 
um maior tempo de treinamento. Em oposição a este ponto de vista, Swanson et al. (1993) 
sugerem a inexistência de relação entre memória de curto prazo e precisão na resolução de 
problemas. A quantidade de recursos ativados pela memória e o uso de procedimentos de 
resolução seriam independentes entre si. 
A cisão entre conceitos e procedimentos aliada à excessiva confiabilidade dos algoritmos 
tem conseqüências importantes sobre o desempenho de matemática. Sob o domínio dos 
algoritmos ensinados pela escola os alunos tendem a não buscar outras formas de solução quando 
não são capazes de resgatá-los mnemonicamente. Frente a novas situações-problema tendem a 
modificar normas e inventar métodos inadequados quando são incapazes de recuperá-los com 
precisão; a aplicar de forma irrestrita certos algoritmos, mesmo que em situações inapropriadas; e 
a avaliar inadequadamente seus resultados, mesmo que absurdos. De forma extremamente 
perigosa, a manipulação de símbolos e regras desvinculadas de seu significado torna os sujeitos 
capazes de lidar com situações das quais ainda não possuem o domínio conceitual necessário 
(Wearne e Hiebert, 1988).  
O uso precoce de estratégias formais e escritas pode tornar-se um obstáculo à 
compreensão dos conceitos matemáticos. Narode, Board e Davenport (1993 apud Kamii e 
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Dominick, 1998) comparando o desempenho de alunos da segunda série elementar em cálculo 
aritmético, antes e depois do ensino de algoritmos canônicos, concluíram que a aprendizagem de 
suas regras e passos levou-os ao distanciamento de sua compreensão conceitual. Kamii (1995) 
em um estudo com alunos de segunda a quarta série elementar obteve resultados similares. Ao 
comparar o desempenho dos que receberam e dos que não receberam instrução algorítmica 
constatou um número maior de respostas corretas por parte dos últimos. Além de corretas estas 
respostas se apresentaram qualitativamente superiores as dos primeiros, do ponto de vista de sua 
razoabilidade e validade matemática, incluindo um melhor domínio do valor posicional dos 
numerais. 
Ao reduzir o ensino da aritmética ao treino de algoritmos canônicos a escola transmite ao 
aluno a mensagem de que não é capaz de compreender sua lógica. Para a escola torna-se 
suficiente a aprendizagem dos passos e regras a serem seguidos em cada um dos procedimentos 
de resolução. A falta de confiança na capacidade intelectual dos alunos desencoraja-os a ponto de 
fazê-los abandonar a lógica de seu próprio pensamento e adotar a lógica do outro, ou seja, de 
quem ensina. A predominância dada à memorização e exercício de algoritmos convencionais é 
resultado de uma visão restrita da matemática. Nesta visão a matemática é considerada uma 
herança cultural a ser transmitida às novas gerações. Para Kamii e Dominick (1998) a matemática 
é, pelo contrário, um campo de conhecimento em contínua construção individual e social que tem 
como base o inter-relacionamento dos três tipos de conhecimento descritos por Piaget: o físico, o 
social e o lógico-matemático. A capacidade de construção de uma aritmética própria nas 
primeiras séries escolares, independentemente da instrução formal que os sujeitos possam 
receber, é amplamente confirmada por Kamii (1986; 1993) em suas investigações. 
Sujeitos que não apresentam domínio dos conceitos e procedimentos matemáticos 
apresentam crenças e atitudes negativas em relação à matemática. Estes alunos, em geral, 
acreditam que a matemática é um conjunto de regras e passos formais a serem seguidos, que 
existe apenas um único caminho para a resolução de problemas, que toda tarefa matemática deve 
ser resolvida em poucos minutos, e que não tem nenhuma utilidade prática a não ser receber uma 
nota do professor (Echeverría, 1998). A rapidez está fortemente relacionada à correção ou não da 
tarefa. Para eles não ser capaz de realizá-la rapidamente significa não ter  
entendido o conteúdo suficientemente sendo necessário aprendê-lo novamente (Schoenfeld, 
1987). As idéias desses alunos estão diretamente relacionadas à suas experiências de sala de aula 
e refletem mais as concepções de seus professores sobre o que é matemática e como devem 
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ensiná-la do que a estrutura conceitual da disciplina. Segundo Echeverría (1998) as crenças e 
atitudes dos sujeitos sobre a matemática determinam a qualidade das representações que são 
capazes de construir sobre os problemas.  
Em um estudo com alunos de 6ª e 7ª séries, Loos (1999) encontrou uma relação 
significativa entre desempenho dos alunos e sentimentos, crenças e atitudes que possuem em 
relação à matemática. Conforme a autora, ao teor negativo dos sentimentos e crenças 
correspondem, em geral, uma atitude negativa e um baixo desempenho na disciplina. O contrário 
ocorre quando os sentimentos e crenças em relação à matemática são positivos. As crenças e 
atitudes fazem parte do currículo oculto do ensino de matemática e vão sendo aprendidas no 
decorrer das experiências escolares. Embora não se constituam objetivos explícitos dos 
professores, de maneira subliminar os conteúdos atitudinais vão se construindo e tornando-se, 
muitas vezes, grandes obstáculos para a aprendizagem de matemática.  
 
Processo algorítmico e a formação do “solucionador” de problemas  
Para a resolução de um problema aritmético é condição necessária, mas não suficiente, o 
conhecimento de seu algoritmo convencional. O processo de resolução exige um conhecimento 
estratégico que estabeleça as metas, organize e determine os recursos intelectuais necessários 
para alcançá-la e um conhecimento operacional ou algorítmico que execute a estratégia. Segundo 
Zunino (1995) o fato de um sujeito conhecer e dominar um algoritmo não implica que em certas 
ocasiões não seja capaz de usá-lo, ou que use outras técnicas menos complexas ou corretas que o 
levem ao sucesso. O uso adequado do algoritmo depende, entre outros fatores, de sua integração 
a uma estratégia de solução.  
Peressini e Knuth (1998) destacam nesta abordagem não somente um novo conceito da 
atividade de resolução de problemas como também do próprio algoritmo matemático. A partir da 
década de 80 o direcionamento do ensino da matemática aos seus aspectos criativos e 
significativos, em substituição à memorização e treinamento de algoritmos formais escritos 
começou a tomar forma. Uma maior ênfase nos aspectos qualitativos da resolução de problemas 
vem transformando gradativamente as habilidades algorítmicas em parte de um processo de 
pensamento algorítmico. Nesta visão a aplicação mecânica de algoritmos convencionais é 
substituída pelo pensamento algorítmico, ou seja, pela invenção de algoritmos intuitivos e pela 
aplicação consciente dos algoritmos aprendidos na escola. 
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O pensamento algorítmico consiste em um processo de pensamento e em um pensar sobre 
o próprio pensamento, isto é, um processo de meta-cognição. Compreende a realização de dois 
processos mentais simultâneos: de um lado, julgamento e decisão sobre os dados recebidos e 
gerados pelo algoritmo, e, de outro, monitoramento do processo de pensamento realizado pelo 
sujeito (Mingus e Grassl, 1998). Deste ponto de vista, o modelo de Polya (1986) pode ser 
considerado um exemplo de pensamento algorítmico, pois, permite pensar sobre o que foi e o que 
não foi efetivo para a resolução do problema e o porquê. Como conseqüência, torna o sujeito 
capaz de julgar os algoritmos potencialmente úteis para situações futuras, identificar problemas 
similares em que as mesmas ferramentas possam ser utilizadas, e, ainda, estabelecer conexões 
entre os métodos e conteúdos aprendidos na situação-problema atual e em outras resolvidas 
anteriormente, de maneira diversa. 
Em razão de seu poder para lidar com qualquer situação-problema o pensamento 
algorítmico facilita a generalização de procedimentos de resolução. Fornece habilidades 
necessárias para explorar, conjeturar, raciocinar logicamente e utilizar uma variedade de 
algoritmos na resolução de um determinado problema. Seu valor decorre não somente de sua 
utilidade corrente e imediata, mas também de seu potencial criativo, na medida em que 
algoritmos inventados durante o processo de reflexão podem transformar-se efetivamente em 
novas ferramentas matemáticas para uso individual ou até mesmo social (Maurer e Ralston 1991 
apud Mingus e Grassl, 1998). 
 Por constituírem-se ferramentas de pensamento, algoritmo e pensamento algorítmico são 
capazes de beneficiar o processo de compreensão matemática dos sujeitos. Seu caráter 
construtivo se relaciona aos seus próprios limites de utilização, ou seja, o tempo limitado em que 
se constituem instrumentos úteis aos sujeitos. A resolução de uma situação-problema muitas 
vezes exige a modificação dos algoritmos conhecidos ou a criação de novos que substituem os 
anteriores com menos poder e complexidade. A modificação, a criação, a análise e a comparação 
de algoritmos fazem parte do pensar algorítmico e produzem novos conhecimentos conceituais e 
de procedimentos (Gardiner 1991 apud Mingus e Grassl, 1998). O desenvolvimento do 
pensamento algorítmico promove o abandono progressivo do raciocínio intuitivo e sua 
substituição por um raciocínio crescentemente quantitativo. O raciocínio intuitivo está na base 
dos conhecimentos conceituais e de procedimentos informais que os sujeitos constroem fora da 
escola. Consiste de regras de senso comum, úteis na vida cotidiana, mas gradativamente 
superficiais e limitadas na abordagem quantitativa dos problemas matemáticos. Durante a 
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passagem do pensamento intuitivo ao quantitativo, as estratégias formais recém aprendidas 
convivem confusamente com os procedimentos intuitivos para, logo em seguida, os substituir. 
Mais adiante, as estratégias informais são recuperadas e utilizadas de forma estratégica, em 
combinação com as formais (Echeverría, 1998). Em muitos casos, na ausência de um raciocínio 
quantitativo, os sujeitos utilizam procedimentos intuitivos e aproximativos de tipo qualitativo ou 
parcialmente quantitativo capazes de resolver o problema proposto (Pozzo e Echeverría, 1998).  
Embora de grande importância para a aprendizagem de matemática, a distinção entre 
pensamento algorítmico e algoritmo não é clara para a grande maioria dos alunos e professores 
dos diferentes graus de ensino. Em uma pesquisa realizada por Mingus e Grassl (1998) junto a 
professores de matemática do ensino de 1º grau (de quintas a oitavas séries), de 2º grau e alunos 
de licenciatura em matemática (também professores-estagiários no ensino fundamental) 
observou-se uma visão equivocada e confusa sobre o pensamento algorítmico. Para estes sujeitos, 
pensamento algorítmico é definido como um algoritmo-receita, ou seja, um conjunto de regras e 
passos a serem treinados e seguidos. Entretanto, o verdadeiro pensamento algorítmico pode ser 
aprendido na escola, conforme demonstram os resultados de um experimento empreendido pelo 
autor. Encorajados a criar seus próprios algoritmos a partir dos procedimentos ensinados pelos 
professores, e discutir com os colegas sua produção, alunos de 1º (de quintas a oitavas séries) e 2º 
graus melhoraram sua capacidade de comparar e avaliar seus procedimentos de resolução.  
Ao final do experimento, os alunos foram capazes de identificar os aspectos de sua 
atividade que estariam impedindo ou facilitando a aproximação de uma resposta correta para os 
problemas. A troca de informações acabou por promover o desenvolvimento de uma notação 
mais adequada para a comunicação das idéias produzidas individualmente e em grupo, e tornou 
necessária uma melhor articulação de seu pensamento. Um sistema simbólico aperfeiçoado, por 
sua vez, resultou em uma maior compreensão e domínio das relações matemáticas contidas nos 
problemas. Para os autores a inclusão do pensar algorítmico no currículo escolar, em qualquer 
grau de ensino, é capaz de fornecer aos estudantes a coragem e a confiança necessárias para a 
construção de um conhecimento matemático próprio, bem como a resolução autônoma e criativa 
de situações-problema. Os conhecimentos conceituais e de procedimentos envolvidos no 
desenvolvimento do pensamento algorítmico são elementos essenciais da formação da 
competência matemática dos sujeitos, pois, baseia-se “em esquemas heurísticos ou analógicos 
próprios do campo de atuação do especialista” e de “procedimentos de identificação e resolução 
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de um certo tipo de problemas” capazes de acelerar “a mobilização dos conhecimentos 
pertinentes” à situação-problema em foco (Perrenoud, 1999, p.9).  
Os algoritmos têm como característica principal apresentar-se na forma de um método 
preciso e sistemático. Sua composição envolve elementos de ordens diversas: as informações 
fornecidas pelo enunciado do problema, o conjunto de regras e passos de execução previamente 
definidos, os dados gerados durante o processo de sua execução, e a conclusão, apresentada como 
uma resposta ao problema. As exigências da tarefa determinam o suporte em que o algoritmo é 
executado e, embora possa ser ensinado, é, na maioria das vezes, compreendido e processado de 
maneira diferente da transmitida pela escola. Ao ser aprendido o algoritmo é reconstruído pelos 
sujeitos que o exploram e o adaptam às suas condições e às necessidades da tarefa. A 
reconstrução dos algoritmos é parte de sua própria natureza, pois, se constituem produtos do 
aperfeiçoamento do conhecimento matemático empreendido ao longo da história humana coletiva 
e individual (Usiskin, 1998).  
A presença dos algoritmos hindu-arábicos no mundo ocidental iniciou-se no século VIII 
com a incorporação do sistema decimal. Embora sua origem fosse hindu-arábica, este sistema 
integrou invenções de diferentes povos, entre eles os babilônicos (Barnett, 1998; Hughes, 1998). 
Inventado inicialmente por Muhammad ibn-Musa al-Khwarzmi (780-850 d.C.) o sistema decimal 
incluía o uso do valor posicional dos números e do zero com valor numérico. Em sua obra, al-
Khwarzmi descreve os procedimentos de uma variedade de operações aritméticas, e de seu nome 
foram originadas as denominações algarismo e algoritmo. O Papa Silvestre II em 999 dC foi 
responsável pela primeira divulgação do sistema decimal no Ocidente, e tempos mais tarde, o 
matemático Leonardo da Pisa (1180-1250 d.C.) transcreveu os algoritmos aritméticos utilizados 
na resolução de problemas. A ampliação do uso do papel para registro escrito, a necessidade dos 
mercadores de ensinar o cálculo a um maior contingente de indivíduos, bem como, a rapidez e 
eficiência dos algoritmos hindu-arábicos para a realização das operações numéricas provocaram a 
substituição progressiva do ábaco, entre os séculos XIII e XVI. A partir daí, os algoritmos hindu-
arábicos constituíram o sistema matemático hegemônico ocidental até os nossos dias.  
Os algoritmos são ferramentas matemáticas extremamente poderosas que permitem a 
solução não apenas de um problema, mas de toda uma classe de situações similares. Se 
desenvolvidos corretamente são extremamente confiáveis e rápidos na indicação de respostas, e 
registrados por escrito permitem a revisão de seus passos de execução, a compreensão de certas 
relações matemáticas contidas neste processo, sua utilização em algoritmos mais amplos e 
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complexos, e seu estudo como objeto de conhecimento em si (Usiskin, 1998). A aplicação de um 
mesmo procedimento em novas situações-problema consiste em um recurso extremamente 
favorável à aprendizagem, pois, valoriza os aspectos construtivos do algoritmo e enfatiza sua 
criação, compreensão e escolha inteligente por parte dos sujeitos (Maurer, 1998). Entretanto, 
segundo Usiskin (1998), a aplicabilidade dos algoritmos se restringe a tarefas específicas, não 
sendo capazes de desenvolver habilidades mentais mais complexas e diferentes de seu campo de 
conceitual e de procedimentos.  
A linguagem utilizada para a elaboração de algoritmos não é única e depende das 
características do suporte em que são executados. São apropriados para o seu desenvolvimento o 
computador, a calculadora, lápis e papel ou a própria mente do sujeito. Cada um destes suportes 
implica facilidades ou dificuldades específicas para a geração, aplicação e notação dos 
algoritmos. Em razão disto, a proliferação constante de novas tecnologias impõe à escola a 
preparação do sujeito para o manuseio e a expressão do pensamento algorítmico por meio de 
diferentes instrumentos e sistemas simbólicos. Entre os diferentes suportes existentes, o uso de 
lápis e papel continua merecendo destaque. Usiskin (1998) lembra que no ensino elementar de 
matemática seu uso corresponde a um percentual de 50 a 95% do tempo de aula, demonstrando o 
importante papel que o algoritmo escrito ainda exerce na escola.  
Segundo McIntosh (1998), em um contexto de avanço tecnológico e massificação do uso 
de computadores e calculadoras, o ensino exclusivo de algoritmos escritos pode tornar-se um 
obstáculo à inserção do sujeito nas relações sociais e de trabalho. Além disso, do ponto de vista 
psicológico, para a faixa etária correspondente às quatro primeiras séries elementares, o autor 
considera adequado o aproveitamento das estratégias intuitivas como ponto de partida para o 
ensino dos algoritmos escritos e formais transmitidos pela escola. Entre as estratégias intuitivas 
aponta o cálculo mental como o mais adequado, em razão de sua freqüência no cotidiano de 
crianças e adultos. Pesquisas (Carraher e Schliemann, 1983; Kamii, 1986) mostram que entre 
crianças de sete e onze anos a estratégia de resolução informal e mental obtém maior preferência 
e melhor desempenho do que as formais e escritas ensinadas pela escola.  
Os algoritmos informais e formais apresentam algumas diferenças importantes também 
em relação ao desenvolvimento do pensamento matemático dos sujeitos. Se de um lado, os 
formais e escritos são capazes de estabelecer uma rotina-padrão para a abordagem de qualquer 
tipo de número (pequenos ou grandes, inteiros ou decimais), de outro, apresentam a desvantagem 
de, na maioria das vezes, não corresponder à forma como os sujeitos os abordam mentalmente. 
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Os algoritmos informais são, por sua vez, mais flexíveis, pois, envolvem uma adaptação, mesmo 
que não consciente, do procedimento ao tipo de número envolvido na situação-problema. Os 
algoritmos formais nem sempre requerem sua compreensão por parte de quem os aplica, 
diferentemente dos informais que sempre a exigem (Plunkett, 1979). Entre os algoritmos 
informais, Sowder (1988) destaca as vantagens significativas do cálculo mental como a 
variabilidade de procedimentos que podem ser produzidos para resolver uma mesma situação; 
sua abrangência ao lidar com a totalidade dos dígitos contidos nos numerais; e a boa aproximação 
que é capaz de oferecer em relação à resposta correta permitindo ao sujeito a análise de sua 
razoabilidade matemática.  
Habilidades cognitivas importantes são exigidas para o desenvolvimento de um algoritmo 
mental, como o domínio do valor posicional e dos fatos básicos das operações aritméticas em 
jogo. Requer ainda as habilidades de expressar números de diferentes maneiras e de re-agrupar 
termos usando as propriedades de associatividade, comutatividade e distributividade das 
operações. Ao entrarem em contato com a escola estas habilidades sofrem uma influência 
extremamente negativa tendendo, na maioria das vezes, a desaparecer. Em um estudo com 
sujeitos entre treze e quatorze anos, Ginsburg, Posner e Russell (1981 apud Sowder, 1988) 
constataram sucesso maior na realização de cálculos mentais por parte dos alunos não-
escolarizados. Solicitados a resolver as quatro operações aritméticas estes alunos foram capazes 
de utilizar adequadamente estratégias mentais, enquanto os escolarizados mantiveram-se presos 
aos algoritmos escritos e aprendidos na escola tendendo a apresentar respostas incorretas. 
Embora, em geral, não sejam ensinados, os algoritmos mentais constituem um conjunto 
mais ou menos homogêneo de procedimentos. Um mesmo conjunto de estratégias mentais foi 
encontrado por McIntosh (1998) em um grupo de alunos de segunda a sétima série do 1º grau de 
ensino. Dentre as estratégias mentais utilizadas, as que obtiveram melhores resultados foram 
adquiridas num período de mais ou menos dois anos antes do desenvolvimento da pesquisa. Os 
sujeitos iniciaram o experimento utilizando estratégias de resolução mais primitivas, como a 
contagem mental para frente e retorno ao número desejado, para aos poucos se valerem das 
ensinadas pelo experimentador. Entre os procedimentos utilizados pelos alunos os de maior 
freqüência foram: a propriedade comutativa (120+43 é o mesmo que adicionar 100+(20+43); a 
extensão das quantidades a 10 ou múltiplos de 10 (38+7 dá o mesmo resultado que adicionar 
38+2 e depois 40+5); os fatos básicos conhecidos; a compensação (28+27 é o mesmo que 
adicionar 40+15), e o desmembramento dos números com auxílio do valor posicional (124+43 dá 
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o mesmo resultado que adicionar primeiro as centenas e dezenas 100+20+40 e depois as unidades 
160+4+3). O cálculo mental e a comparação de números permitem o desenvolvimento dos 
diferentes sentidos de número, presentes no esquema aditivo e multiplicativo (Sowder, 1988). A 
comparação de números é composta de duas etapas: o número que possui mais dígitos é 
considerado maior; nos números que possuem a mesma quantidade de dígitos a identificação do 
maior é feita da esquerda para a direita. Alunos de quarta série elementar obtém bons resultados 
em tarefas de comparação com dois). dígitos. Nas atividades de comparação de números maiores 
o desempenho destes é baixo em decorrência do pouco contato das séries iniciais com este 
conteúdo (Sowder e Wheeler 1986 apud Sowder, 1988). 
As habilidades desenvolvidas pelo cálculo mental e pela comparação de números são 
consideradas pré-requisitos para o cálculo estimativo. Este tipo de cálculo envolve três processos 
mentais básicos: a aproximação, em que o sujeito substitui um número por outro que facilite o 
cálculo, seja por arredondamento ou mudança da forma do número; a compensação, em que em 
modifica as quantidades envolvidas no processo de cálculo utilizando as propriedades das 
operações; a translação, por meio da qual substitui uma operação por outra que não modifique a 
estrutura do problema e torne o cálculo mais fácil. De acordo com Sowder (1988), alunos entre 
segunda e quarta série elementar, em geral, não obtém êxito nesta atividade. Um melhor 
desempenho, ainda que hesitante, é apresentado pelos alunos a partir da sexta série.  Somente no 
2 o grau os sujeitos adquirem confiança na execução desta tarefa e obtém pleno êxito (Sowder e 
Wheeler 1986 apud Sowder, 1988). Segundo Case (1985 apud Sowder, 1988), o progresso mais 
acentuado do cálculo estimativo, a partir das séries intermediárias do ensino fundamental, é 
explicado pela habilidade vetorial, adquirida nesta faixa etária, e pela pouca valorização desta 
atividade nas primeiras séries escolares. A capacidade de lidar com várias dimensões ao mesmo 
tempo é adquirida por volta dos onze anos. Até esta idade, período no qual os sujeitos são 
capazes de lidar com uma ou duas dimensões apenas, o desenvolvimento destas habilidades 
apresenta um caráter mais restrito.  
O cálculo mental, o estimativo e a comparação de números são interdependentes e 
diretamente vinculados ao desenvolvimento cognitivo dos sujeitos, e, de certo modo, independem 
do processo de escolarização. Essas habilidades permitem o contato com métodos alternativos de 
cálculo e de raciocínio aritmético evidenciando o caráter contextualizado e social da criação 
matemática. São exemplos disso, segundo Sgroi (1998), os algoritmos criados espontaneamente 
pelos diferentes povos para atender as necessidades de sua comunidade como a contagem de 
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terras, equipamentos ou produtos. Sendo produtos culturais, a validação e expansão de uso dos 
algoritmos, ensinados ou inventados, dependem de um conjunto de critérios estabelecidos pelo 
próprio indivíduo ou comunidade que os utiliza. A rapidez e a correção do algoritmo para chegar 
à resposta correta, sua validade do ponto de vista matemático, e sua capacidade de generalização 
a um maior número de situações-problema são os critérios convencionalmente utilizados para sua 
manutenção no corpo de conhecimento matemático dos sujeitos.  
Pelo fato de acompanharem o desenvolvimento do pensamento lógico dos sujeitos os 
algoritmos aritméticos sofrem uma ampliação e sofisticação importante entre os quatro e dez anos 
de idade. Neste período, conforme a teoria piagetiana, ocorre a passagem do estádio de 
pensamento pré-operatório para o operatório-concreto que permite a compreensão e organização 
de procedimentos de resolução mais complexos (English, 1991). Uma estreita relação entre 
desenvolvimento e habilidade para resolver problemas de complexidade crescente é também 
sugerida por Berg e Phillips (1994) e Marini e Case (1994) a partir de seu estudo com 
adolescentes. De acordo com os estudos de Vergnaud (1991), é da natureza do pensamento 
matemático envolvido no processo de resolução de problemas a presença de dois tipos de 
invariantes: os de uma lógica geral e os de uma lógica das convenções transmitidas socialmente. 
Os invariantes estão embutidos na própria situação-problema, em seus procedimentos de 
resolução e na linguagem matemática por meio da qual é feita sua representação simbólica.  
Os sistemas de representação simbólica são construídos a partir de esquemas 
fundamentais como o de dar significado a uma entidade, e o de fazer corresponder uma outra 
entidade. O significado do que é representado é expresso por meio de uma “forma” que implica, 
por sua própria natureza, em uma aquisição conceitual socialmente mediada. Sinclair e Sinclair 
(1986) assinalam que se relacionado à matemática o sistema de representação – significante – 
além de socialmente transmitido exige a ativação de esquemas conceituais presentes no processo 
de construção do número. Inicialmente separados, significante e significado são gradualmente 
guiados para uma assimilação recíproca, por meio da qual o sistema de representação simbólica e 
as estruturas matemáticas passam a constituir uma unidade, o conceito.  
Os princípios matemáticos presentes nos sistemas de representação influenciam a forma 
como os problemas são resolvidos pelos sujeitos. O sistema de convenção matemática pode, deste 
ponto de vista, melhorar radicalmente o poder intelectual dos sujeitos em sua habilidade lógica, 
pois, constituem-se ferramentas de pensamento (Nunes e Bryant, 1997). A escolha de 
procedimentos de resolução depende do quanto e do como o sujeito é capaz de pensar 
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matematicamente sobre um problema, o que exige, de um lado, o domínio do sistema de 
representação matemática, e, de outro, a conexão de tais convenções a situação de referência 
cujos invariantes operatórios precisam ser compreendidos pelo sujeito (Vergnaud, 1991). Em 
outras palavras, a resolução de um problema implica que o sujeito seja capaz de captar a lógica 
interna da situação-problema e de fazê-la corresponder à lógica embutida no sistema de 
convenções. Estas condições implicam em homomorfismo entre a situação-problema, sua 
estrutura matemática e o sistema de convenção utilizado para representá-las, ou seja, domínio 
conceitual do sujeito. Construídos por meio dos processos de resolução de problemas os 
conceitos matemáticos aglutinam-se em grandes redes interdependentes e inter-relacionadas 
denominadas por Vergnaud (1990) de campos conceituais. Os invariantes operatórios constituem 
o significado desses conceitos, enquanto as representações simbólicas constituem seu 
significante. No próximo tópico o processo de resolução de problemas é abordado tendo como 
referência o campo conceitual multiplicativo definido por Vergnaud (1991).  
 
 
1.1.2 Resolução de Problemas Multiplicativos 
 
Até meados da década de 80 os estudos relacionados à aprendizagem de matemática 
focalizaram, principalmente, os conteúdos desenvolvidos nas primeiras séries da escola elementar 
como as concepções primitivas de número e o esquema aditivo. A partir desta década o interesse 
pelas séries intermediárias aumentou gradativamente, e esforços passaram a ser feitos para uma 
melhor compreensão da aquisição dos números racionais e do raciocínio proporcional (Hiebert e 
Behr, 1988). Diferentemente da adição e subtração, a construção dos esquemas multiplicativos e 
dos procedimentos de resolução de problemas envolvendo estes conceitos eram ainda 
insuficientemente documentados, tornando-se a partir deste período, um novo foco das pesquisas 
em Educação Matemática (Baek, 1998). 
A aquisição dos conceitos e procedimentos multiplicativos implica a construção de um 
novo sentido de número e de novas invariáveis operatórias por parte dos sujeitos. Por esta razão 
desenvolvem-se em duas perspectivas complementares: uma mudança na natureza do número e 
em suas formas de representação, e uma passagem dos conceitos e métodos espontâneos e 
intuitivos aos formais ensinados pela escola. O primeiro processo implica uma ruptura conceitual 
com modificação da estrutura cognitiva dos sujeitos, enquanto o segundo, implica apropriação e 
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transformação dos saberes anteriores em novos conceitos e métodos de resolução de problemas 
(Hiebert e Behr, 1988). 
O que são os números e o que representam demandam respostas diferentes no transcorrer 
do processo de construção do esquema multiplicativo. O número, de uma unidade singular, passa 
a constituir-se uma composição de múltiplas entidades; de representação de quantidades contadas 
ou medidas diretamente passa a representar uma relação entre duas quantidades. Tais mudanças 
não são triviais e implicam em modificações tanto na natureza das relações estabelecidas entre as 
quantidades quanto nas representações simbólicas destas relações. Schwartz (1988), Kieren 
(1988) e Vergnaud (1988) ao descreverem tais mudanças caracterizam-nas como um processo de 
re-conceitualização do número que depende de construções cognitivas. Hiebert e Behr (1988) 
lembram que a partir da quarta série elementar, muitas das dificuldades encontradas nas tarefas 
de resolução são decorrentes das novas exigências conceituais presentes nos problemas, não 
atendidas pelos sujeitos em razão da manutenção do conceito anterior de número.  
As novas relações entre quantidades impostas, pela estrutura multiplicativa, recebem 
interpretações diversas. São interpretadas como adição repetida, tomando como base o modelo 
intuitivo da multiplicação (Fischbein et al., 1985); como coordenação de unidades de unidades-
compostas, levando em conta o desenvolvimento do processo de contagem (Steffe, 1988); ou 
como um processo de transformação da natureza das quantidades envolvidas em uma relação 
(Schwartz, 1988); ou ainda, como uma relação entre objetos de natureza diferente, que supõe a 
existência de dois conjuntos e uma função que os defina (Vergnaud, 1988). Cada uma destas 
interpretações determina uma forma diferente de compreender o processo de resolução de 
problemas multiplicativos. 
 
Processo de formação do esquema multiplicativo 
As estratégias de resolução de problemas multiplicativos podem ser interpretadas como 
um refinamento do esquema de contagem cuja evolução marca a passagem do contar “um por 
um” para a contagem de unidades-compostas. A evolução destas estratégias consiste em uma 
seqüência de modificações de esquemas, descritas por Steffe (1988; 1994) como acomodações 
cognitivas. Com base na teoria piagetiana, denomina-as acomodações funcionais e metamórficas. 
As acomodações funcionais resultam de um processo de abstração reflexiva que se realiza a partir 
do uso do esquema. São classificadas como acomodações de procedimentos, quando ocorre 
modificação da atividade ou da visão dos resultados da ação; e acomodações re-construtivas 
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(engendering), quando ocorre a construção de novos elementos que reorganizam a ação do 
sujeito. A acomodação metamórfica é resultado de uma abstração reflexiva independente da 
necessidade de neutralizar perturbações do contexto de uso do esquema e marca a transição de 
um estágio a outro do desenvolvimento cognitivo. 
Segundo Steffe (1988), o desenvolvimento do esquema multiplicativo envolve três 
grandes fases da formação de unidades-compostas. A unidade-composta experiencial é a primeira 
forma de contagem deste tipo de unidade. Ocorre durante a fase de elaboração da seqüência 
numérica inicial e depende diretamente do contexto empírico. Por meio da acomodação de 
procedimento, imagens mentais de unidades-compostas são criadas pelos sujeitos. A partir das 
contagens com material concreto e por meio da acomodação de procedimentos, as novas 
contagens baseiam-se nestas imagens mentais. São necessários, em média, quinze meses para a 
passagem da seqüência numérica inicial para a seqüência numérica com inclusão tácita. Nesta 
fase as unidades-compostas e a recontagem tornam-se independentes do contexto experiencial. 
O numeral que simboliza a quantidade de uma unidade-composta é utilizado como 
segmento inicial de novas contagens, e as unidades-compostas de uma quantidade podem, a partir 
deste momento, ser distribuídas nos elementos de outra composição de unidades. Esta 
coordenação de unidades, também denominada esquema um-para-muitos (Nunes e Bryant, 1997), 
caracteriza o conceito implícito de multiplicação. A construção desta fase é resultado de um 
processo de acomodação re-construtiva que torna possível a percepção das unidades-compostas 
como entidades distintas entre si e, ao mesmo tempo, como elementos de um grupo, reunido 
apenas em pensamento. É esta a condição necessária para que o sujeito comece a operar com 
seqüências numéricas (Steffe, 1988). 
Fase posterior do esquema multiplicativo, a seqüência numérica com inclusão explícita 
apresenta três níveis de desenvolvimento. No primeiro, o sujeito conta as unidades-compostas 
iteráveis sem comprovar de modo tangível a coordenação de unidades das duas seqüências. As 
unidades-compostas são utilizadas como material de contagem coordenada para a qual o sujeito 
vale-se da estratégia de adição repetida (por exemplo, em uma contagem de 6 unidades-
compostas de 3, conta 3, 6, 9, 12, 15, 18). Esta conduta tem como resultado o conceito de 
multiplicação iterável como adição repetida. No segundo nível, o sujeito transforma as unidades-
compostas em entidades abstratas que se mantêm iteráveis independentemente de re-contagem 
experiencial. A unidade-composta abstrata é acompanhada pela construção de uma unidade 
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motora simbólica, em geral os dedos da mão, que registram a coordenação das duas seqüências 
numéricas.  
A introdução da unidade-composta abstrata como um elemento reorganizador de todo o 
processo de contagem é produto de uma acomodação re-construtiva. Um certo tempo de 
exercício é necessário para que se torne um esquema de assimilação disponível no sistema 
cognitivo dos sujeitos. Sua construção torna possível a decomposição e recomposição de um todo 
a partir da combinação de diferentes unidades-compostas (por exemplo, decompor 5 unidades de 
4 em: 3 unidades de 4 + 2 unidades de 4). A coordenação parte-todo permite o estabelecimento 
de um esquema de coordenação de unidades-compostas reversível, capaz de criar unidades-
compostas sempre mais abrangentes (com formação indefinida de unidades de unidades) para 
quantidades indefinidas (Steffe, 1988). 
No terceiro nível de construção da seqüência numérica com inclusão explícita as 
unidades-compostas iteráveis se tornam independentes das unidades motoras simbólicas. As 
unidades-compostas se apresentam como recursos disponíveis para operação, mesmo na ausência 
de material concreto, e se organizam em seqüências numéricas generalizadas. Em uma seqüência 
de unidades compostas por três elementos “um é sempre três”, “dois é seis”, “três é nove” A 
formação de seqüências numéricas é acompanhada pelo surgimento da expressão “vezes”, 
explicitamente multiplicativa: “duas vezes três é seis” (Steffe, 1988). O desenvolvimento desta 
fase é resultante de um processo de acomodação re-construtiva, e se completa por meio de uma 
acomodação metamórfica que permite a tomada de consciência da concomitância das duas séries 
numéricas, e de sua natureza ordinal. A coordenação de duas seqüências numéricas apresenta 
conseqüências importantes para a aprendizagem de conceitos e procedimentos multiplicativos 
como a comutatividade, distributividade, divisão-quotição, divisão-partição, bem como para a 
elaboração de estratégias de resolução de problemas (Steffe, 1994). 
Pesquisas (Steffe, 1994; Lamon, 1994; Kaput e West, 1994; Behr et al., 1994) mostram 
que os conceitos de unidade e de unidades-compostas formam a base da aritmética elementar, 
incluindo o conceito de número e as quatro operações com números inteiros e racionais. Um 
estudo comparativo desenvolvido por Lamon (1994) sobre o papel da formação de unidades na 
construção da adição, multiplicação e proporção, confirmam os estudos de Steffe (1988; 1994). 
Lamon (1994) destaca o papel da contagem como o primeiro passo da construção dos esquemas 
de adição-subtração, de multiplicação-divisão e de razão-proporção. A primeira fase deste 
processo é denominada contagem e modelagem. Na multiplicação se apresenta como contagem 
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segmentada, isto é, visualização e formação de unidades-compostas por meio da contagem de 
objetos (quantos três têm em 12: 1,2,3; 4,5,6; 7,8,9; 10,11,12). Na proporção se apresenta como 
visualização e formação de razões por meio da relação entre duas seqüências de unidades-
compostas (quantidades intensivas); e na adição se apresenta como visualização de unidades-
compostas e uso de numerais para representar quantidades definidas de objetos fisicamente 
presentes. 
 Na segunda fase, denominada composição, esquemas precoces da multiplicação são 
formados por meio da repetição das unidades-compostas de uma quantidade e contagem do 
número de iterações – adição repetida (1,2,3 -1; 2,3 -2; 1,2,3 -3; 1,2,3 -4). Na proporção, se 
estabelece a iteração da relação entre duas quantidades e contagem desta repetição; na adição é 
construída a seqüência numérica abstrata com uso de unidades-compostas como segmento inicial 
de contagem. A terceira fase, denominada abstração, na multiplicação caracteriza-se pela 
coordenação das duas seqüências numéricas para formação da dupla contagem. Nesta fase, a 
contagem das unidades-compostas é feita por meio de múltiplos da quantidade de uma unidade-
composta (3 é 1; 6 é 2; 9 é 3; 12 é 4). Na proporção são formadas razões também iteráveis e 
equivalentes; na adição, o numeral é concebido como um todo, ou seja, como uma unidade-
composta abstraída dos elementos que a compõe. Na última fase, denominada relação, na 
multiplicação, o todo é pensado como uma composição cujas partes são múltiplos da mesma 
unidade-composta – propriedade distributiva (8 unidades-compostas de 4 são consideradas 
equivalentes a 5 unidades-compostas de 4 mais 3 unidades-compostas de 4). Na proporção, o 
múltiplo é composto pelos múltiplos de diferentes unidades-compostas (5 unidades-compostas de 
8 são equivalentes a 5 unidades-compostas de 3 + 5 unidades-compostas de 5); e na adição, o 
todo é uma composição numérica cujas partes também são composições. 
 
Desenvolvimento do pensamento multiplicativo e proporcional 
No desenvolvimento das estratégias de resolução de problemas multiplicativos, proporção 
e multiplicação são conceitos fortemente relacionados. Ambos constituem o campo conceitual 
multiplicativo por meio dos quais são compreendidos e resolvidos os problemas com proporção 
simples. Dependem da integração de conceitos matemáticos básicos como relação parte-todo 
(Kieren,1994), relação parte-parte (Kaput e West, 1994), composição de unidades (Steffe, 1988), 
habilidade de representar duas quantidades em uma razão (Kaput, 1985 apud Lesh, Post e Behr, 
1988), e habilidade de relacionar duas medidas (Vergnaud, 1988; 1991).  
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A multiplicação é muitas vezes explicada pela adição, e muitas vezes confundida com ela. 
Dienes e Golding (1966 apud Gómez, 1991) escreveram um dos primeiros trabalhos sobre a 
distinção das duas estruturas: a adição ocorre dentro de um mesmo conjunto, enquanto a 
multiplicação ocorre em dois conjuntos de naturezas diferentes. Segundo os autores, o 
multiplicando representa o cardinal de um conjunto e o multiplicador, o conjunto dos conjuntos 
designados pelo cardinal. O multiplicador representa uma abstração de segunda grandeza. Piaget 
(1977 apud Gómez, 1991) em um trabalho sobre abstração matemática descreve a passagem do 
pensamento aditivo ao multiplicativo. Em seu experimento solicita às crianças a previsão de 
quantos grupos podem ser formados com o mesmo tanto de objetos em duas coleções de seis 
fichas, de forma que na primeira os grupos deveriam ser organizados de dois em dois, e no 
segundo, de três em três.  
Nos dois primeiros estádios as ações dos sujeitos são consideradas aditivas, no terceiro, 
multiplicativas. No primeiro estádio, entre os quatro e sete anos, os sujeitos não são capazes de 
prever a quantidade de grupos a serem formados. No segundo, entre os sete e nove anos, por 
meio de ensaio e erro conseguem perceber a compensação necessária entre o tamanho do grupo e 
o número de grupos que podem ser formados em cada coleção. No terceiro, as ações convertem-
se em objetos de conhecimento do próprio sujeito. O sujeito deixa de adicionar montes de fichas 
(duas mais duas, mais duas), e passa a compreender o que faz como uma repetição de uma 
mesma ação sobre o grupo de fichas (repete três vezes duas fichas). Diferentemente dos outros 
estádios, o terceiro é resultado de uma abstração lógico-matemática, e não meramente empírica, 
do sujeito.  
Os progressos registrados pelo raciocínio multiplicativo são paralelos ao desenvolvimento 
do pensamento proporcional (Inhelder e Piaget, 1958; Piaget, Grize, Szeminska e Bang, 1968; 
Karplus et al., 1983; Hart, 1981 apud Lesh, Post e Behr, 1988 e Noelting, 1980). E, embora seja 
considerada uma habilidade cognitiva geral pelo construtivismo, o pensamento proporcional 
depende do desenvolvimento de competências cognitivas específicas e locais. O estágio de 
pensamento pré-proporcional compõe-se de três fases cujo desenvolvimento inicial caracteriza-se 
pela rejeição ou ignorância de uma parte dos dados de uma situação-problema. Em uma fase 
posterior os quatro fatores de um problema envolvendo proporção simples (a/b=c/d) são 
considerados, mas as relações estabelecidas entre as quantidades ainda são qualitativas. Quando 
quantificadas estas relações apóiam-se sobre um raciocínio aditivo. A igualdade entre duas razões 
é admitida (a*b=c*d), mas ainda não expressa um raciocínio proporcional (identificação da 
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similaridade entre dois sistemas matemáticos), pois, é facilmente reduzida à expressão p=c*d, em 
que um elemento novo é introduzido na relação sem provocar questionamento ou contradição por 
parte dos sujeitos (Lesh, Post e Behr, 1988). 
A última fase do pensamento pré-proporcional é caracterizada pela estratégia de dupla 
contagem, similar a descrita por Steffe (1988). As unidades-compostas replicadas são 
organizadas em uma seqüência numérica e inseridas em outra (1 é 4, 2 é 8, 3 é 12, por exemplo). 
O sujeito já é capaz de intuir o crescimento das quantidades como multiplicativo e não aditivo, 
mas a constância do incremento dos termos de cada razão ainda não é considerada necessária. 
Após o estágio de contagem dupla dá-se a entrada no pensamento proporcional, propriamente 
dito, no qual as relações entre dois termos de uma razão são definidas como multiplicativas e 
aplicadas a uma outra, equivalente e redutível à primeira (Lesh, Post e Behr, 1988). 
O pensamento proporcional é considerado uma relação entre duas relações já existentes – 
razões, e, por esta razão, uma operação cognitiva de segunda grandeza. O conceito de razão é 
fundamental para o desenvolvimento de estratégias de resolução de problemas multiplicativos, 
pois, além de permitir comparações entre quantidades marca a entrada dos sujeitos no estágio de 
pensamento vetorial. Desenvolvido entre os nove e onze anos, este tipo de pensamento 
caracteriza-se pela capacidade de integrar duas ou mais dimensões quantitativas, e de resolver os 
conflitos originados desta integração. Segundo Case e Sandieson (1988), o pensamento 
proporcional constitui o nível mais avançado do processo de quantificação da realidade, iniciado 
pelos sujeitos entre os três e cinco anos de idade como estágio pré-dimensional. Este processo 
avança como estágio unidimensional entre os cinco e sete anos, em que a noção de número 
decorre da integração das estruturas de classificação e seriação; organiza-se como estágio 
bidimensional entre os sete e nove anos, período em que sujeito é capaz de lidar, ao mesmo 
tempo, com duas dimensões quantitativas; e encerra-se com a organização do estágio vetorial e a 
possibilidade de realizar o raciocínio proporcional.  
Operações reversíveis caracterizam o raciocínio proporcional, enquanto o pensamento 
pré-proporcional é definido por uma coordenação de funções. Por não ser reversível a 
coordenação de funções admite o incremento de uma das quatro variáveis da proporção sem um 
aumento compensatório das demais (Piaget et al., 1968 apud Lesh, Post e Behr, 1988). Para Lesh, 
Post e Behr (1988) o raciocínio proporcional situa-se no limite entre o conhecimento aritmético e 
o algébrico, pois, constitui-se, ao mesmo tempo, no mais alto dos conceitos matemáticos 
elementares e no mais elementar dos conceitos superiores. Conceitos como equivalência, 
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transformações e variáveis matemáticas, desenvolvidos posteriormente pela álgebra, são 
introduzidos pelo raciocínio proporcional. O conceito de equivalência é introduzido pela 
similaridade estrutural de duas razões. Sua redução a uma mesma razão mostra que 
transformações podem ser introduzidas nas expressões matemáticas sem que suas propriedades 
sejam alteradas. Além disso, por meio do conceito de proporção dois importantes significados da 
incógnita são aprendidos pelos sujeitos: ainda que seja uma variável do problema a incógnita 
pode indicar um valor fixo, e, por outro lado, ainda que seja uma constante pode indicar um valor 
variável. 
Normalmente ensinado na escola a partir de uma única concepção, o raciocínio 
proporcional apresenta mais de um sentido matemático. Em cada um desses sentidos é aplicável a 
uma determinada classe de problemas e se relaciona com determinados conceitos matemáticos. O 
sentido mais comum, e convencionalmente ensinado pela escola, é o de equivalência entre duas 
razões. Nesta comparação os termos de uma razão definem quantos elementos da primeira 
existem para cada elemento da segunda, e a função linear que os relaciona indica o tanto que uma 
quantidade aumenta em relação à outra. Um outro sentido da proporção, menos utilizado nas 
escolas, relaciona-se ao conceito de função-quociente. Por meio da função-quociente se 
estabelecem dois tipos de relação entre as quantidades de duas razões: uma relação parte-parte e 
parte-todo. Na primeira, parte da primeira razão relaciona-se com parte da segunda, na segunda 
relação a parte e o todo de cada razão relacionam-se entre si (Ohlsson, 1988). Determinadas por 
essa interpretação, as estratégias de resolução dos problemas multiplicativos são definidas pelo 
uso de operador funcional ou escalar. Estudos (Kaput e West, 1994; Ohlsson, 1988) mostram que 
muitas das dificuldades de resolução de problemas com proporção simples são decorrentes da 
complexidade do conceito de função-quociente, do qual são derivados e ao qual estão 
intimamente relacionados outros conceitos igualmente importantes, como o número racional e a 
fração.  
A função quociente é inversa da multiplicação, e ambas são consideradas relações 
binárias. São constituídas por relações entre dois conjuntos de forma que a um elemento do 
primeiro corresponde um e somente um elemento do segundo, assim se x * y = z, então z: y = x e 
z: x = y. A função quociente pode ser aplicada a diferentes situações-problema. Uma mesma 
função quociente 6:3=2 pode estar representando uma partição, a quantidade 6 dividida em 3 
partes iguais; na quotição, a quantidade 3 é extraída duas vezes da quantidade 6; no 
fracionamento, a quantidade 6 é repartida em três porções formando uma nova quantidade; e no 
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quociente cartesiano, a quantidade 6 é igual ao total de combinações feitas entre dois conjuntos 
com 3 e 2 objetos. O termo divisão é normalmente utilizado pela escola para designar não 
somente a função quociente como também suas aplicações. A função multiplicação abrange três 
aplicações principais: a adição repetida, o operador escalar e o produto cartesiano. As quatro 
aplicações da função quociente referem-se a elas. A quotição e a partição são operações inversas 
da adição repetida: uma se refere ao quanto deve ser adicionado, e a outra, ao número de vezes 
em que é adicionado. O decréscimo ou cortes sucessivos é a operação inversa da multiplicação 
compreendida como operador escalar (Ohlsson, 1988). 
 
Estrutura matemática dos problemas multiplicativos  
As pesquisas sobre razão e proporção sempre sofreram grande influência do 
construtivismo. Até 1975 esta influência ficou restrita à reprodução de seu método de pesquisa 
em sujeitos de diferentes idades e países para verificação das similaridades do processo de 
desenvolvimento do pensamento proporcional. Após este período sua influência gerou um novo 
grupo de pesquisas, voltado ao estudo da aprendizagem da proporção e multiplicação. Entre os 
primeiros trabalhos deste grupo, destacam-se os estudos de Bryant (1974 apud Hart, 1988) que 
demonstraram a capacidade de crianças pequenas realizarem inferências sobre proporção; os de 
Muller (1978 apud Hart, 1988) que investigaram a natureza destas inferências; e os de Streefland 
(1985 apud Hart, 1988) que definiram a comparação de duas razões como o marco inicial do 
pensamento proporcional. Segundo este autor, embora inicialmente qualitativa e intuitiva, a 
comparação de razões exige um longo processo de desenvolvimento para sua aquisição. 
Nas últimas décadas a teoria piagetiana tem fundamentado estudos sobre a estrutura 
matemática dos problemas multiplicativos, bem como os padrões de raciocínio multiplicativo e 
proporcional presentes em seu processo de resolução. Neste conjunto de pesquisas se destacam as 
de Correa (2000), Mulligan (1992), Vergnaud (1994, 1993, 1988), Kouba (1989) desenvolvidas 
com as primeiras séries escolares e de Kaput e West (1994), Firedland, Fitzgerald e Lappan (1984 
apud Hart, 1988), Noelting, (1980), Karplus, Karplus e Wollman (1972 apud Hart, 1988) com 
séries escolares mais avançadas. Vergnaud (1988) produziu um dos primeiros trabalhos sobre a 
estrutura matemática dos problemas multiplicativos. A partir de sua teoria do campo conceitual, 
definiu as relações matemáticas presentes nos problemas multiplicativos como quaternárias. Estas 
relações envolvem situações de proporção simples e múltipla apresentadas em tarefas de 
comparação ou valor desconhecido. Os problemas com proporção simples e valor desconhecido 
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são definidos por relações constantes entre duas dimensões, cada uma delas contendo duas 
quantidades organizadas na forma de razão. Podem apresentar-se em diferentes contextos como 
preço constante, distribuição eqüitativa, velocidade uniforme ou consumo médio, e são 
designados por Vergnaud (1983) como isomorfismo de medidas. 
Isomorfismo de medidas envolve problemas de tipo multiplicação simples, divisão-
quotição e divisão-partição. Sua resolução é baseada em estratégias com uso de operador escalar 
e operador de função, dependendo da análise dimensional efetuada. A análise dimensional pode 
originar as duas interpretações possíveis da estrutura matemática de um problema multiplicativo 
simples. As relações entre quantidades podem ser compreendidas como ocorrendo em uma 
mesma dimensão (uma mesma razão) originando uma estratégia de decréscimo ou acréscimo 
escalar, ou ocorrendo entre duas dimensões (entre duas razões) o que exige a definição de uma 
função que mantenha as duas razões constantes. Os problemas com proporções múltiplas 
juntamente com os de produto cartesiano e comparação compõem outra categoria denominada 
produto de medidas. Tais relações estão presentes em contextos como misturas, combinações, 
área ou volume e tem como estratégias de resolução a função bi-linear e n-linear.  
Bell, A.; Greer, B.; Grimison L. e Mangan, C. (1989) classificam os problemas de tipo 
isomorfismo de medidas em seis categorias: repetição de medidas, grupos múltiplos, mudanças 
de tamanho na mesma unidade e em unidades diferentes, e mistura de elementos na mesma 
unidade e em unidades diferentes. Nos problemas de tipo repetição de medidas e grupos 
múltiplos, o multiplicador é definido pelo número de repetições e sua estratégia de resolução é 
baseada no uso de operador escalar. Nos outros tipos de problemas o multiplicador não é definido 
a priori e depende do papel que cada medida cumpre na situação-problema. 
Os problemas com proporção simples são classificados por Nunes e Bryant (1997) em três 
categorias: correspondência um-para-muitos, co-variação de variáveis, e distribuição e cortes 
sucessivos. A correspondência um-para-muitos é considerada pelos autores a base do conceito de 
proporção, pois, envolve um novo conceito de número a ser aprendido pelos sujeitos ao lidar com 
problemas multiplicativos. Embora possam ser resolvidos pela adição repetida e, por isso, 
expressem a relação de continuidade entre esta operação e a multiplicação, os problemas de tipo 
correspondência um-para-muitos implicam o domínio de novas invariáveis. A relação constante 
de correspondência um-para-muitos entre dois conjuntos; a replicação, ou seja, a adição a cada 
conjunto de sua unidade correspondente para que a correspondência invariável um-para-muitos 
seja mantida; a constância da proporção que expressa a relação entre os dois conjuntos e não suas 
particularidades; e o fator escalar, que expressa o número de vezes em que a replicação é feita 
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mantendo a proporção entre os dois conjuntos, são considerados invariáveis deste tipo de 
problemas. O operador escalar define a estratégia de resolução multiplicativa deste tipo de 
problemas.  
Nos problemas de tipo co-variação de variáveis duas ou mais variáveis co-variam em 
conseqüência de uma convenção. Problemas simples deste tipo podem também ser resolvidos por 
meio de uma interpretação escalar, mas apresentam algumas diferenças importantes que tornam 
esta estratégia insuficiente em enunciados mais complexos. Não se referem a conjuntos como a 
relação anterior e sim a variáveis, e envolvem elementos contínuos e não descontínuos, como os 
números inteiros. Na relação um-para-muitos a relação entre conjuntos é expressa como uma 
proporção a:b, enquanto na co-variação de variáveis é expressa como uma terceira variável que 
conecta as outras duas (uma quantidade intensiva) a/b, denominada operador funcional. Em 
problemas deste tipo a estratégia de resolução é definida pelo operador funcional. 
Os problemas de tipo distribuição e cortes sucessivos compõem um novo conjunto de 
situações multiplicativas. A distribuição envolve um raciocínio multiplicativo diferente dos 
anteriores e da adição, pois, estabelece relação entre três conjuntos: o tamanho do todo, o número 
das partes deste todo, e o tamanho de suas partes que deve obrigatoriamente ser igual. A 
distribuição está presente nos problemas de divisão como operação inversa das replicações 
sucessivas da multiplicação. Neste tipo de divisão a relação entre conjuntos ou variáveis se 
mantém estável, ou seja, a proporção se mantém equivalente, e a progressão da replicação ou do 
decréscimo é aritmética (a uma proporção 1:2, por exemplo, corresponde uma seqüência 
decrescente 4:8, 3:6, 2:4, 1:2). A resolução destes problemas é definida pelos operadores escalar 
e funcional. Os cortes sucessivos estão presentes em um outro tipo de problemas de divisão em 
que uma série de divisões ou cortes sucessivos implica modificação da taxa de transformação e a 
organização de seqüências não aritméticas (em uma sucessão de cortes de 2, por exemplo, a 
seqüência decrescente seria 2, 4, 8, 16). Uma divisão deste tipo estabelece uma relação inversa 
entre o número de receptores e o tamanho de sua quota. 
A estrutura dos problemas multiplicativos diferencia-se em função do tipo de raciocínio 
envolvido em cada um deles. Para Kamii (1995) o raciocínio multiplicativo é superior ao aditivo 
em sofisticação e complexidade. Enquanto o raciocínio aditivo envolve somente um nível de 
abstração – o todo e as unidades simples, o pensamento multiplicativo envolve um nível a mais 
de abstração além do todo e das unidades simples – as unidades-compostas. As relações de juntar 
e separar se estabelecem entre unidades simples por isso ao efetuar adições sucessivas a criança 
opera com grupos que estão no mesmo nível. Ao multiplicar o sujeito opera com unidades de 
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grandezas diferentes. De acordo com Piaget (1983/1987 apud Kamii, 1995, p.110), multiplicar 
implica uma abstração de segunda grandeza, pois, envolve a criação de unidades de uma ordem 
superior (unidades-compostas), e dois tipos de relação que não são necessárias à adição. Estas 
relações são a correspondência um-para-muitos (entre uma unidade de quatro e quatro unidades 
de um), e a inclusão hierárquica de unidades-compostas (inclusão de uma unidade-composta 
entre duas unidades-compostas, de duas unidades-compostas entre três unidades-compostas, e 
assim sucessivamente). A multiplicação, dessa forma, exige a construção de ordens superiores, 
que devem funcionar ‘simultaneamente’ às unidades das ordens inferiores, na correspondência 
quatro a um. Destas relações são derivados os três tipos de problemas multiplicativos: os que 
exigem multiplicação do número de unidades-compostas pela quantidade de cada uma 
(multiplicação); divisão da quantidade total pela quantidade de cada unidade-composta (divisão-
quotição); e divisão da quantidade total pelo número de unidades-compostas (divisão-partição).  
Schwartz (1988) elaborou alguns dos primeiros trabalhos sobre o novo tipo de quantidade 
e de relações geradas pela multiplicação. Diferentemente de Vergnaud (1988; 1993) compreende-
a como uma relação entre três dimensões quantitativas. Considera as concepções de multiplicação 
e divisão adotadas pela escola, adição repetida e distribuição eqüitativa, equivocadas e simplistas 
e, em seu lugar, introduz o conceito de quantidades intensivas e extensivas. Quantidade intensiva 
consiste em uma relação entre duas quantidades que formam uma terceira, diferente das duas 
primeiras; e quantidade extensiva, um determinado quantum associado a um objeto. 
Combinações entre quantidades intensivas (I x I), quantidades extensivas (E x E) ou quantidades 
intensivas e extensivas (I x E) constituem as relações presentes nos problemas multiplicativos.  
A relação ternária, presente nos problemas multiplicativos, transforma a natureza das 
quantidades por meio das operações de multiplicação e divisão (referent transforming 
composition). Por meio da composição de duas quantidades, similares ou não, a multiplicação e a 
divisão produzem uma terceira, quociente ou produto, de natureza diferente das duas primeiras. A 
combinação das quantidades I x E= E’ dá origem aos problemas de tipo multiplicação, divisão-
quotição e divisão-partição, de comparação e regra de três, correspondentes ao isomorfismo de 
medidas; a segunda e terceira combinação, I’ x I’’= I’’’ e E’x E’’= E’’’ dão origem aos 
problemas de tipo produto de medidas, se comparados à taxionomia de Vergnaud (1988). Para 
Schwartz (1988) a clareza na forma de apresentação da quantidade intensiva facilita a definição 
do tipo de problema por parte do sujeito e permite a escolha adequada da estratégia de resolução. 
Tal hipótese é confirmada pelo estudo de Nescher (1988) e não se reproduz nos resultados de 
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Kouba (1989) para quem a variação da posição da incógnita é o componente semântico de maior 
influência sobre o desempenho dos sujeitos.  
Segundo Nescher (1988), para alunos de quarta, quinta e sexta séries elementares a 
definição da quantidade intensiva “tantos y para cada x” no enunciado é considerado o elemento 
definidor dos problemas de natureza multiplicativa. Nesta faixa etária, os sujeitos mostram-se 
capazes de distinguir os diferentes tipos de problemas de multiplicação e de perceber as 
inconsistências de suas respostas, embora não saibam justificá-las. A definição da quantidade 
intensiva faz parte da estrutura de problemas multiplicativos simples em que o papel de cada uma 
das quantidades é apreendido diretamente do enunciado. São denominados problemas de relação 
definida (maping rule), e, além da quantidade intensiva, fazem parte de sua estrutura duas outras 
proposições: a definição da quantidade de x; e a definição da quantidade de y para um 
determinado número de x. Nos problemas de multiplicação a terceira proposição identifica a 
questão a ser resolvida, nos problemas de divisão é o ponto de partida. A definição dos problemas 
de divisão-partição e divisão-quotição depende da pergunta estar situada na quantidade intensiva 
ou na segunda proposição. Nescher (1988) lembra que por ser facilmente redutível à adição 
repetida, a estrutura dos problemas de tipo relação definida (maping rule) é, em geral, ensinada 
como tal provocando sua descaracterização como estrutura multiplicativa. 
A classificação elaborada por Kouba (1989) tem como referência as taxionomias de 
Vergnaud (1988), Schwartz (1988) e Usiskin e Bell (1983 apud Kouba, 1989). O autor classifica 
os problemas multiplicativos a partir dos elementos que provocam maior impacto sobre o seu 
processo de resolução: a variação da posição da incógnita, a natureza das quantidades e a forma 
de apresentação da relação multiplicativa nos enunciados. A variação da posição da incógnita e a 
natureza das quantidades mostraram-se as variáveis de maior influência sobre a diferenciação dos 
problemas de tipo multiplicação e divisão, e sobre o desempenho dos alunos de primeira a 
terceira série elementar. Segundo a taxionomia de Kouba (1989), a natureza das quantidades 
origina três tipos de relações multiplicativas: escalar (tantas vezes determinada quantidade), 
produto cartesiano (todas as combinações possíveis entre duas ordens de conjuntos), e função – 
conjuntos com proporção equivalente (tantos objetos por caixa, tantas caixas).  
Fator escalar e funcional foram consideradas as relações multiplicativas mais apropriadas 
à faixa etária da pesquisa, enquanto as de produto cartesiano foram consideradas as de maior 
dificuldade. Tais resultados antecipam os obtidos posteriormente por Vergnaud (1991) e Nunes e 
Bryant (1997). A variação da posição da incógnita dá origem a três tipos de problemas 
  
50 
multiplicativos: multiplicação em que o produto é desconhecido, divisão-quotição em que o 
número de conjuntos é desconhecido, e divisão-partição em que o número de elementos em cada 
conjunto é desconhecido. A estrutura semântica destes problemas é similar aos problemas que 
envolvem isomorfismo de medidas, descritos por Vergando (1988). A apresentação da relação 
um-para-muitos nos enunciados permite a identificação de dois tipos de problemas 
multiplicativos: agrupamento (grouping) e pareamento (matching). Nos problemas de tipo 
agrupamento a relação um-para-muitos é facilmente apreendida pela definição do número de 
recipientes e dos elementos contidos em cada um (cinco burquinhas em cada saco). Nos 
problemas de tipo pareamento a relação um-para-muitos é compreendida por meio do 
emparelhamento dos elementos de dois conjuntos distintos (em uma salada, três cenouras para 
cada tomate).  
As taxionomias de Kouba (1989), Vergnaud (1988), Schwartz (1988), Nescher (1988), 
Marschal (1987) e Greeno (1987) são fundamentadas nas diferenças estruturais dos problemas 
multiplicativos. Posicionado de modo diferente, Greer (1994) acredita que ao elegerem a 
estrutura matemática como critério único de classificação estas taxionomias reduzem a variedade 
de situações multiplicativas a um número pequeno de classes, e acabam por colocar num mesmo 
nível problemas que envolvem situações distintas do ponto de vista psicológico e pedagógico. 
Em contraposição, o autor propõe uma classificação bi-dimensional que organize os problemas a 
partir da combinação simultânea de dois critérios: a estrutura matemática e a extensão numérica 
dos dados. Sua taxionomia contempla a passagem gradual da resolução de problemas 
multiplicativos com números inteiros para os de números racionais. 
 
Estratégias de resolução dos problemas multiplicativos  
Desenvolvido inicialmente como conhecimento intuitivo, o pensamento multiplicativo e 
proporcional torna-se formal e progressivamente mais generalizável ao ser ensinado pela escola. 
O conhecimento intuitivo origina-se da integração gradativa das experiências cotidianas 
(conhecimento etnográfico) e do conhecimento escolar dos sujeitos. Representa uma abstração de 
suas ações e costuma ser representado por meio de imagem mental e linguagem matemática 
informal. O uso de algoritmos convencionais e de linguagem padrão é indicador da introdução do 
sujeito em um conhecimento matemático formal, de nível técnico e simbólico. Em um nível 
superior, axiomático, a linguagem padrão é utilizada para descrever a estrutura do conhecimento 
matemático. (Kieren, 1988).  
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A passagem dos níveis inferiores de conhecimento para os superiores, mais abstratos e 
não contextualizados, depende de uma adequada inter-relação entre ação, imagem e 
representação. Construída pelo conhecimento intuitivo, esta inter-relação torna-se, de modo geral, 
ausente no decorrer do processo de escolarização. Entretanto, uma boa integração entre os dois 
tipos de saberes permite aos sujeitos transitar entre um e outro durante o processo de resolução de 
problemas. Frente a uma situação-problema envolvendo conhecimento e linguagem de nível 
superior, para os quais não tem imediatamente disponíveis os recursos intelectuais, o sujeito pode 
resgatar os possuídos em um nível inferior de organização para elaborar sua resposta. Em um 
problema formulado em nível técnico-simbólico a resposta pode ser organizada primeiramente 
em um nível etnográfico ou intuitivo para, posteriormente, ser transformada em conceitos, 
algoritmos e linguagem de nível superior. A incapacidade de reorganizar as respostas desta 
maneira denuncia a ausência de correspondência entre conceitos, procedimentos e sistemas 
simbólicos informais e convencionais (Kieren, 1988). Segundo Vergnaud (1994), esta não 
correspondência pode ser interpretada como ausência de homomorfismo entre o significado e o 
significante do conceito matemático.  
As estratégias informais constituem o conhecimento pré-existente dos sujeitos sobre os 
quais são construídos os procedimentos mais complexos e abrangentes ensinados pela escola. Os 
dois tipos de conhecimento apresentam uma relação paradoxal de continuidade e 
descontinuidade. A dependência do saber formal em relação às experiências concretas e intuitivas 
evidencia sua continuidade. São as experiências quantitativas intuitivas que internalizadas 
conectam-se às noções e símbolos matemáticos aprendidos na escola (Hiebert e Behr, 1988). As 
conseqüências disso podem ser positivas ou negativas, pois, é esta conexão que permite a 
construção de um conhecimento matemático significativo, e a forte influência dos procedimentos 
intuitivos sobre os formais, persistindo, orientando, e, às vezes, impedindo sua aquisição (Nunes 
e Bryant, 1997; Steffe, 1994; Kieren, 1988). Por outro lado, a descontinuidade entre os saberes é 
evidenciada pelo caráter contextualizado das estratégias informais, e descontextualizado e 
abstrato, das formais. Os teoremas-em-ação são destacados por Vergnaud (1988) como 
estratégias de resolução capazes de funcionar como uma ponte segura e eficaz entre os dois tipos 
de conhecimento. 
O estudo sobre as estratégias de resolução, utilizadas nos problemas multiplicativos, tem 
sido desenvolvido em duas direções: a identificação dos procedimentos de resolução utilizados 
por diferentes faixas etárias, e a influência dos procedimentos intuitivos sobre a aprendizagem do 
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conhecimento matemático formal. Fischbein, E.; Deri, M.; Nello, M. e Merino, M. (1985) 
realizaram um dos primeiros e importantes trabalhos sobre o tema. Identificaram as estratégias 
utilizadas por uma ampla faixa etária, entre seis e quinze anos, e denominaram-nas modelos 
intuitivos. Os modelos intuitivos foram agrupados em três categorias que relacionam a estrutura 
semântica do problema à sua estratégia de resolução: multiplicação, adição repetida; divisão-
quotição, subtração repetida; e divisão-partição, repartição. Na estratégia de adição repetida o 
sujeito organiza conjuntos equivalentes e os reúne em um todo. A mais primitiva das estratégias 
de divisão é a repartição. Nesta estratégia um conjunto é dividido em subconjuntos com o mesmo 
número de elementos. Na estratégia de subtração repetida, do total são sucessivamente retirados 
grupos equivalentes até o esgotamento do dividendo. As características das estratégias descritas 
pelos autores para multiplicação e divisão são similares às estratégias de contagem dupla de 
Kouba (1989).  
Vários estudos (Steffe, 1994; Mulligan, 1992; Kouba, 1989; Vergnaud, 1988; Hart, 1988; 
Mangan, 1988; Lunzer e Pumfrey, 1966 apud Hart, 1988) consideram a adição repetida uma 
estratégia primária e natural, não somente da multiplicação como também da divisão. Lesh, Post 
e Behr (1988) assinalam que a solução aditiva constitui-se o primeiro estágio do raciocínio 
proporcional, e é naturalmente utilizado por alunos de séries mais avançadas, como verificou em 
seu estudo, entre alunos de sétima série elementar. Mais comumente encontrada entre pré-
escolares e primeiras séries elementares, a adição repetida supõe a equivalência dos conceitos de 
multiplicação e adição. A equivalência dos dois conceitos torna a adição uma operação inversa da 
divisão. Para Kouba (1989) este é o conceito de multiplicação possível nesta faixa etária, pois, as 
relações multiplicativas ainda não são compreendidas como conjuntos de conjuntos equivalentes. 
Nas duas operações a forma de lidar com a relação parte/todo é diferente: enquanto na adição, 
partes equivalentes são reunidas para formar um todo, na multiplicação de um todo inicial são 
tomadas partes a serem operadas. 
A estrutura multiplicativa contém, em parte, a estrutura aditiva, mas não se reduz a ela, 
conforme destaca Gómez (1991), apoiando-se nos estudos de Piaget e Szeminska (1975) sobre o 
desenvolvimento do esquema multiplicativo. Segundo Vergnaud (1994), a estrutura aditiva está 
presente o conceito de multiplicação como uma relação um-para-muitos. Dos dois teoremas 
matemáticos originados desta relação – funcional e escalar – a adição é elemento constituinte do 
segundo. Introduzido por meio da adição repetida, o operador escalar f (x) = x.f (1) baseia-se na 
propriedade isomórfica da adição f (x) = f (a+a+a...). O operador funcional é derivado da 
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propriedade isomórfica da multiplicação e não mais da adição: f (n. x) = n f (x). É usado no 
raciocínio multiplicativo um coeficiente constante que não representa nenhuma das duas 
dimensões envolvidas na proporção, pois, constitui uma quantidade intensiva (Vergnaud, 1994).  
A adição repetida pode ser aplicada na resolução de um amplo leque de situações-
problema. Em uma pesquisa realizada com alunos das primeiras séries elementares, Steffe (1988) 
constatou que relações multiplicativas diferentes são representadas por meio da adição repetida. 
Segundo a autora, para alguns alunos as unidades-compostas são iteráveis somente se contadas 
em presença de material concreto, pois, realizam apenas uma representação direta destas 
unidades (Kouba, 1989; Mulligan, 1992). Para outros, as unidades-compostas são entidades 
abstratas, iteráveis e disponíveis em seu sistema cognitivo para qualquer tipo de contagem com 
ou sem material. A este grupo é possível coordenar duas seqüências numéricas concomitantes o 
que os aproxima da estrutura propriamente multiplicativa do conceito de multiplicação.  
Segundo Kouba (1989), a utilização da adição repetida na resolução de problemas de 
divisão evidencia o caráter limitado dos modelos intuitivos descritos por Fischbein et al. (1985). 
Eles têm se mostrado insuficientes para explicar a diversidade de estratégias utilizadas pelos 
sujeitos neste tipo de problemas. A partir dos diferentes procedimentos utilizados pelos alunos 
das três primeiras séries elementares o autor propõe a ampliação dos modelos intuitivos da 
divisão. O modelo intuitivo da divisão-quotição é redefinido por duas estratégias de resolução: 
decréscimo repetido, em que conjuntos equivalentes são retirados sucessivamente do total até o 
seu esgotamento (equivalente à estratégia de subtração repetida); e acréscimo repetido, em que o 
sujeito estima o número de grupos e conta-os por meio de dupla contagem, contagem transicional 
ou adição (se grupos de 2, 2+2=4, 4+2=6, 6+2+8...). Na divisão-partição, além da estratégia de 
distribuição, o modelo intuitivo é acrescido de dois outros procedimentos: distribuição por 
decréscimo repetido ou agrupamento, em que o sujeito estima o número de elementos de cada 
grupo e retira-os sucessivamente do total até o seu esgotamento; e distribuição por acréscimo 
repetido, em que o sujeito estima o número de elementos de cada grupo e conta-os por meio de 
dupla contagem, contagem transicional ou por adição. O uso da dupla contagem, e da contagem 
transicional por adição neste tipo de problemas supõe o conceito da multiplicação como operação 
inversa da divisão. 
As estratégias de resolução de problemas multiplicativos, identificadas por Kouba (1989) 
podem ser agrupadas em cinco categorias, equivalentes às encontradas por Anghileri (1989 apud 
Gómez, 1991) em outra investigação: representação direta, contagem dupla, contagem 
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transicional, adição e subtração, e recordação de fatos numéricos. Segundo o autor as estratégias 
evoluem de forma continuada e progressiva passando da estrutura aditiva à multiplicativa. Na 
estratégia de representação direta o material de contagem funciona como registro da seqüência de 
fatos do problema (também o desenho pode ter esta função, conforme Anghileri, 1989 apud 
Gómez, 1991). A contagem dos elementos de cada grupo é feita um-por-um e o resultado final é 
obtido pela contagem dos elementos de todos os grupos. Na contagem por agrupamento 
(grouping) os grupos são acomodados em recipientes, na contagem por pareamento (matching) a 
formação de cada grupo é marcada por um objeto que o representa. A representação direta é 
interpretada por Kouba (1989) como uma estratégia aditiva, consistente com o modelo intuitivo 
da multiplicação de Fischbein et al. (1985). Segundo Gómez (1991), esta estratégia corresponde 
ao primeiro estádio de desenvolvimento do pensamento multiplicativo descrito por Piaget: 
sucessão de adições.  
A estratégia multiplicativa implica tomar partes de um todo e operar sobre elas, não 
simplesmente reunindo-as como na aditiva. Na multiplicação, operar sobre as partes de um todo 
significa construir um conjunto de conjuntos equivalentes, realizando uma abstração reflexiva 
(Dienes e Golding, 1966 apud Gómez, 1991; Gómez, 1991). A estratégia de dupla contagem dá 
início ao processo de contagem simultânea de duas seqüências numéricas e, por conseguinte, a 
uma abordagem multiplicativa das relações entre as quantidades dos problemas. Nos problemas 
de multiplicação a contagem das seqüências é acompanhada da extensão dos dedos, pausas ou 
ênfases da fala ao final de cada unidade-composta. A quantidade de cada unidade-composta é, ao 
mesmo tempo, um número ordinal e cardinal, pois representa a sua própria quantidade e sua 
posição na seqüência numérica.  
Na divisão-quotição, de um total de objetos são separados os grupos cuja contagem é 
simultânea a dos seus elementos até o esgotamento do dividendo; na divisão-partição é feita a 
distribuição um-por-um dos objetos em cada grupo até o esgotamento do dividendo. Nos dois 
casos, a quantidade de elementos que vão compor os grupos pode ser estimada antecipadamente 
pelos sujeitos e corrigida durante o manuseio do material de contagem. A estas estratégias Kouba 
(1989) denomina acréscimo e decréscimo repetido. De acordo com Gómez (1991), as 
características da estratégia de dupla contagem correspondem ao segundo estádio de 
desenvolvimento do raciocínio multiplicativo descrito por Piaget: percepção do número de vezes 
que as unidades-compostas se repetem e da necessidade de compensação entre o tamanho da 
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unidade e o número de unidades de uma coleção (tamanho menor da unidade, mais unidades; 
tamanho maior, menos unidades). 
A contagem transicional é considerada a estratégia mais próxima do conceito de 
multiplicação. Os grupos são contados em seqüência utilizando múltiplos do grupo-referência e 
os numerais assumem papéis flexíveis. Representam, ao mesmo tempo, a quantidade de 
elementos de um conjunto e o fator de contagem de seus múltiplos (em 3 conjuntos de 5, o 
numeral 5 representa cada unidade-composta e é o fator de sua contagem em múltiplos, 5,10,15). 
Segundo Kouba (1989) a contagem sussurrada, ao final de cada unidade-composta, pode ser 
considerada uma característica desta estratégia, que juntamente com as unidades motoras ou 
verbais tendem a desaparecer, conforme Gómez (1991), na fase seguinte do desenvolvimento dos 
procedimentos multiplicativos.  
Nas estratégias de adição e subtração a contagem dos grupos já está totalmente dominada 
e o resultado é calculado mentalmente. O material de contagem serve apenas para registrar o 
número de repetições efetuadas, tanto as de acréscimo quanto de decréscimo (em 3 grupos de 4 o 
sujeito calcula 4+4 é 8, 8+4 é 12). Na recordação de fatos numéricos o resultado é obtido por 
meio da recuperação mnemônica de fatos básicos da multiplicação (que não excedem a 10), 
incluindo ou não sua composição com a adição. Algumas vezes são utilizadas tabelas ou 
seqüências de fatos básicos, e os objetos de contagem são totalmente suprimidos pelos sujeitos. 
Esta estratégia corresponde ao terceiro estádio de desenvolvimento do pensamento multiplicativo 
descrito por Piaget: as ações do sujeito e seu mecanismo se tornam objeto de conhecimento 
(Gómez, 1991). 
No experimento de Kouba (1989) as estratégias de representação direta e recordação de 
fatos numéricos foram as de maior freqüência nos três tipos de problemas. Na primeira série a 
estratégia de representação direta foi a mais utilizada. Na segunda série a estratégia de 
representação direta foi utilizada apenas nos problemas de divisão, enquanto os de multiplicação 
foram resolvidos por meio de estratégias variadas. Na terceira série, nos três tipos de problemas, 
os sujeitos utilizaram uma variedade de estratégias com vantagem para a estratégia de recordação 
de fatos numéricos. Nos problemas de divisão-partição as estratégias mais utilizadas foram as de 
dupla contagem e acréscimo repetido; e nos divisão-quotição, a dupla contagem e a recordação de 
fatos numéricos. A partir dos nove anos a estratégia de recordação de fatos numéricos passou a 
ser utilizada na resolução dos dois tipos de divisão. Segundo o autor, nesta faixa etária, a divisão 
já é interpretada como operação inversa da multiplicação. O uso de estratégias aditivas nos 
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problemas de multiplicação e divisão reproduz os resultados obtidos em estudos anteriores e 
posteriores sobre o mesmo tema (Fischbein et al., 1985; Hart, 1988; Steffe, 1988; Nescher, 1988; 
Karplus, Karplus e Wollman, 1972 apud Hart, 1988; Mangan, 1989; Mulligan, 1992; Zunino, 
1995; Baek, 1998; Correa, 2000). 
Os dados de Kouba (1989) demonstram a insuficiência da subtração repetida como 
modelo intuitivo da divisão, como indicado anteriormente por Fischbein et al. (1985), e 
antecipam os de Mulligan (1992), Zunino (1995), Baek (1998) e Correa (2000). As estratégias 
utilizadas nestes problemas apresentaram-se como predominantemente aditivas e não subtrativas. 
Segundo Gómez (1991), é a própria natureza das quantidades envolvidas na divisão que impede a 
aplicação da subtração neste tipo de problema (em um problema de divisão-quotição, por 
exemplo, tendo dezoito balas, seis balas para cada criança, torna-se impossível subtrair balas e ter 
como resultado crianças). Presente nos dois tipos de divisão, a estratégia de dupla contagem 
apresenta uma duração menor nos problemas de divisão-quotição, cuja passagem da 
representação direta para a de recordação de fatos numéricos é abrupta, e o tempo de utilização 
de procedimentos aditivos é reduzido.  
O estudo de Mulligan (1992) foi realizado com faixa etária equivalente aos anteriores, 
crianças com sete e oito anos de idade, e também envolveu o uso de material de contagem. Nos 
problemas de divisão foram encontradas as estratégias de distribuição um-por-um, e acréscimo e 
decréscimo repetido. A estratégia de maior preferência na resolução dos dois tipos de problemas 
baseou-se em estrutura aditiva: o acréscimo repetido. Este foi também o procedimento que, 
durante o experimento, promoveu um maior progresso dos alunos no número de acertos. O 
experimento acompanhou a evolução das estratégias de resolução de alunos que não receberam 
ensino formal sobre multiplicação e divisão ao longo de dois anos.  
Setenta e cinco por cento dos sujeitos foram capazes de revolver um dos problemas 
multiplicativos em alguma das quatro entrevistas realizadas durante o experimento, enquanto 
25% foram incapazes de resolver dois ou mais problemas. Muitos destes alunos utilizaram 
estratégias ineficazes como a identificação de palavras-chaves, escolha da operação em função do 
tamanho dos numerais do problema ou aplicação incorreta de fatos básicos da multiplicação e 
divisão. Entre os alunos que obtiveram sucesso na atividade observou-se o uso inicial de 
estratégias de modelagem direta e de adição e incremento do uso de fatos básicos da adição e 
multiplicação. A modelagem direta envolve a contagem com objetos ou dedos (contagem um-
por-um, contagem de múltiplos e contagem dupla); as estratégias verbais consistem na contagem 
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ou execução da adição e subtração sem modelagem; a recuperação mnemônica de fatos básicos 
da adição e multiplicação, pode combinar ou não as duas operações.  
Nos problemas de tipo multiplicação as estratégias mais utilizadas foram as de recordação 
de fatos básicos da adição e contagem de múltiplos (nas três primeiras entrevistas) e recordação 
de fatos básicos da multiplicação (na última). Neste tipo de problemas foi utilizado apenas um 
tipo de estratégia de modelagem direta, a contagem um-por-um, presente nas duas primeiras 
entrevistas (primeiro ano do experimento). Nos problemas de tipo divisão-partição as estratégias 
mais utilizadas foram verbais envolvendo repartição e rememoração de fatos básicos da adição. 
Em menor número, e apenas na primeira entrevista, foi utilizada a estratégia de acréscimo com 
modelagem direta. Nos problemas de tipo divisão-quotição as estratégias mais utilizadas 
envolveram modelagem direta em todas as entrevistas: acréscimo e dupla contagem.  
As estratégias de modelagem direta foram encontradas em um estudo com pré-escolares  
sobre resolução de problemas multiplicativos (Carpenter et al., 1993), e em alunos dos dois 
primeiros anos do ensino fundamental na resolução de problemas de adição e subtração 
(Carpenter, 1985). No estudo de Zunino (1995) estratégias descritas por Kouba (1989) e Mulligan 
(1992) foram reproduzidas em uma faixa etária um pouco mais avançada, terceira e quinta séries 
elementares. Além do material de contagem os alunos puderam resolver os problemas com uso de 
lápis e papel, estratégias verbais ou cálculo mental. A maioria dos alunos foi capaz de resolver 
com acerto os três tipos de problemas. Nos problemas de multiplicação, utilizaram algoritmo 
canônico, e em menor número, adição repetida, cálculo mental (com rememoração de fatos 
básicos da multiplicação e adição) e correspondência multiplicativa (equivalente à modelagem 
direta com dupla contagem). Os problemas de divisão-partição apresentaram quociente não-
inteiro e foram resolvidos por meio de algoritmo canônico, em maior número, seguido de 
multiplicação com desprezo do resto (com rememoração de fatos numéricos). Nos problemas de 
divisão-quotição, foram utilizados algoritmos canônicos, em sua maioria, e contagem verbal com 
uso de múltiplos (5,10,15,20,25...), adição repetida e multiplicação (rememoração de fatos 
numéricos), em menor número.  
Alguns procedimentos foram acompanhados de cálculo estimativo, isto é, antecipação 
mental do resultado. O resultado aproximado orientou a definição da operação aritmética, 
mantida ou não, conforme a razoabilidade de seu resultado frente à estimativa feita 
anteriormente. Por se sentirem impedidos de expressar seu procedimento de resolução mental por 
meio de uma operação aritmética, para alguns alunos, o resultado aproximado foi a única resposta 
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possível ao problema. Neste caso, os sujeitos não encontraram entre as operações convencionais 
as capazes de expressar numericamente seu raciocínio multiplicativo. Fica claro em tal 
comportamento o quanto encontrar mentalmente um resultado é diferente de ter consciência do 
procedimento de resolução. Segundo a autora, não encontrar a operação aritmética não significa 
não saber resolver o problema, pois, ele pode ser resolvido de um ponto de vista lógico mesmo 
que o resultado obtido não seja totalmente exato. A quantidade de acertos gerada pelo uso de 
cálculo mental e de cálculo estimativo permite sua qualificação como estratégias úteis e eficazes 
na resolução de problemas multiplicativos. Os dados obtidos por Zunino (1995) são similares aos 
encontrados no projeto IMPACT (Increasing the mathematical power of all children and 
teachers) desenvolvido nos Estados Unidos, na década de 90. Este projeto atendeu alunos das 
quatro primeiras séries fundamentais e, segundo Campbell, Rowan e Suarez (1998), demonstrou 
a influência positiva dos cálculos mentais no incremento da habilidade de resolução de 
problemas. 
Realizado em uma faixa etária equivalente a de Zunino (1995), terceira a quinta série 
elementar, o estudo de Baek (1998) observou a evolução das estratégias de resolução em alunos 
que não receberam instrução formal sobre multiplicação. Da intervenção desenvolvida pelos 
professores das classes constaram as atividades de resolução de problemas com material de 
contagem ou lápis e papel, individualmente ou em pequenos grupos; e a apresentação dos 
procedimentos aos colegas para discussão de suas similaridades e diferenças, e identificação dos 
conceitos matemáticos implícitos. A intervenção teve a duração de um ano e envolveu seis 
classes escolares. Os algoritmos inventados pelos alunos foram classificados em quatro 
categorias: modelagem direta (direct modeling), manipulação de materiais ou desenho; cálculo 
com quantidade total (complete number strategies), duplicação do multiplicando ou adição 
repetida; cálculo com quantidade parcelada (partitioning number strategies), divisão do 
multiplicador ou do multiplicando em unidades menores para facilitar o cálculo; e estratégia de 
compensação das quantidades (compensating strategies), ajuste dos números para facilitar o 
cálculo, como multiplicar ou dividir por dez e arredondar números. A evolução das estratégias 
seguiu esta ordem sugerindo um movimento de passagem dos algoritmos mais simples aos mais 
complexos, peculiar a esta faixa etária. Neste movimento, o aparecimento da estratégia de 
modelagem direta seguida da adição repetida ou replicação do multiplicando reproduz a 
seqüência encontrada na literatura (Mulligan, 1992; Kouba, 1989; Fischbein et al., 1985) com 
alunos de séries elementares equivalentes ou menos avançadas.  
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A modelagem direta foi identificada por Baek (1998) como a estratégia mais utilizada 
pelos alunos de todas as idades focalizadas pela pesquisa e que não receberam ensino formal 
sobre o conteúdo. Tanto a modelagem direta quanto o cálculo com quantidade parcelada foram 
desenvolvidos com base no sistema de numeração decimal: na primeira, os alunos realizaram 
contagem um-por-um ou em grupos de dez; no segundo, reduziram os números para quantidades 
menores, de preferência múltiplos de dez. Os resultados mostraram uma forte relação entre a 
geração de estratégias multiplicativas mais sofisticadas e a compreensão do sistema de 
numeração decimal. Tais resultados são consistentes com os obtidos anteriormente por Zunino 
(1995). A escolha da operação aritmética, por parte dos alunos, sofreu forte influência de seu 
domínio de múltiplos, em especial de 5 e de 10.  
A observação das estratégias orais de alunos entre seis e nove anos, desenvolvida por 
Correa (2000) apresentou resultados equivalentes aos obtidos em estudos anteriores com uso de 
material de contagem ou lápis e papel (Baek, 1998; Zunino, 1995; Mulligan, 1992; Kouba, 1989). 
Por volta dos oito anos as estratégias aditivas foram as mais utilizadas na resolução oral de 
problemas multiplicativos (Correa, 2000; Hormaza, 2000). Os problemas de divisão-partição 
foram resolvidos por meio de adição e os de divisão-quotição por meio de dupla contagem e 
rememoração de alguns fatos numéricos da multiplicação. Aos nove anos, após o ensino formal 
da multiplicação e divisão as estratégias tenderam a se tornar multiplicativas e similares as de 
coordenação de acréscimo/decréscimo abreviado, descritas por Kaput e West (1994). Segundo 
Correa (2000) a pequena porcentagem de utilização da subtração repetida na resolução dos 
problemas de divisão se opõe aos resultados de Fischbein, E.; Deri, M.; Nello, M. e Merino, M. 
(1985), e confirma dados anteriores sobre a insuficiência desta estratégia como modelo intuitivo 
da divisão (Mulligan, 1992; Kouba, 1989). 
 Zunino (1995) assinala que o uso de estratégia oral é independente do emprego de 
algoritmos canônicos podendo, inclusive, conviver e facilitar a escolha da operação aritmética 
dos problemas. Juntamente com o cálculo mental e a modelagem direta estas estratégias são 
ações para as quais os sujeitos, em geral, não são capazes de organizar uma explicação. 
Executadas na resolução de problemas, mas não explicadas conceitualmente, estas ações são 
qualificadas por Vergnaud (1988) como teoremas-em-ação. Nestas estratégias a escolha do 
procedimento de resolução é guiada por um conhecimento matemático subjacente às ações do 
sujeito. Determinada pelo nível de conhecimento conceitual e de procedimentos do sujeito, a 
resolução de um mesmo problema pode envolver um leque de caminhos possíveis e diferentes. 
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Os algoritmos 5+5+5+5, 4x5, 5x4 e 4+4+4+4+4 expressam, por exemplo, os diferentes teoremas-
em-ação utilizados para a resolução de um problema de tipo multiplicativo: “Connie quer 
comprar 4 carros de plástico que custam 5 dólares cada um. Quanto ela vai pagar pelos 4 
carros?” (Vergnaud, 1988, p.145). Os três primeiros algoritmos correspondem a relações 
multiplicativas de natureza escalar e funcional, enquanto o último não tem sentido do ponto de 
vista das relações matemáticas presentes em seu enunciado. Os teoremas-em-ação, embora 
limitados, constituem-se um caminho fecundo para a passagem do conhecimento intuitivo ao 
conceitualmente explícito. Aos professores fornecem evidências importantes sobre o nível de 
conhecimento matemático de seus alunos, seja uma propriedade, um método ou um teorema, 
permitindo a organização de experiências didáticas adequadas ao seu incremento e re-
conceitualização. Expressos oralmente ou por escrito facilitam ao aluno o destaque de seus 
componentes e das relações matemáticas implícitas em sua execução (Baek, 1998; Vergnaud, 
1994).  
A construção da estrutura multiplicativa exige um longo tempo de escolarização, mais ou 
menos onze anos, período que, em geral, se inicia aos sete e termina aos dezoito anos de idade. 
Durante este tempo se constitui em um dos principais elementos de interpretação das funções 
matemáticas e suas combinações. Segundo Vergnaud (1988), até o final dos quatro primeiros 
anos da escola elementar é normalmente esperado que os alunos adquiram domínio de estruturas 
simples da multiplicação como sua propriedade isomórfica. Problemas envolvendo esta 
propriedade, ainda que mais simples, apresentam certa dificuldade de resolução em uma faixa 
razoavelmente ampla que vai dos nove aos quatorze anos (Schwartz, 1981). Entre os sujeitos 
escolarizados com oito e nove anos a estratégia de resolução preferida, com uso de lápis e papel, 
é a escalar. Uma análise dimensional menos complexa em que uma razão é aplicada à outra, 
considerada uma mesma dimensão, é o motivo provável de sua preferência, conforme alguns 
estudos (Carretero, 1985 apud Vergnaud, 1988; Vergnaud, 1988; Kouba, 1989). 
O conjunto de estratégias intuitivas elaboradas por alunos de faixas escolares avançadas 
demonstra a natureza predominantemente qualitativa desse conhecimento. Como demonstraram 
Kaput e West (1994), Firedland, Fitzgerald e Lappan (1984 apud Hart, 1988), Noelting, (1980), 
Karplus, Karplus e Wollman (1972 apud Hart, 1988) alunos com mais tempo de escolarização 
resolvem problemas com proporção simples do mesmo modo que os das séries iniciais: apóiam-
se na comparação qualitativa das duas razões. Estratégias desta natureza evidenciam estágios 
iniciais de desenvolvimento do raciocínio proporcional. Karplus, Karplus e Wollman (1972 apud 
Hart, 1988) e Noelting (1980) desenvolveram os primeiros trabalhos com alunos de séries mais 
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avançadas – sexta série elementar – que receberam ensino formal sobre multiplicação. 
Verificaram a utilização de duas estratégias comparativas nos problemas com proporção simples: 
between-strategies, por meio das quais são comparadas as relações existentes entre os elementos 
de uma razão; e within-strategies, por meio das quais são comparadas as relações entre duas ou 
mais razões. A primeira estratégia corresponde o uso do operador escalar e a segunda, o uso de 
operador funcional.  
Mais tarde Karplus, Pulos e Stage (1981 apud Hart, 1988) reproduziram o estudo com 
sujeitos de mesma faixa etária mostrando, porém, a preferência dos sujeitos pela estratégia de 
comparação dos elementos de uma mesma razão (within strategies). Sessenta por cento dos 
sujeitos preferiram esta estratégia, enquanto menos de 10% utilizaram a estratégia de comparação 
de duas razões (between strategies).  Estes resultados anteciparam os obtidos posteriormente por 
Vergnaud (1988; 1991) e Kouba (1989) com uma faixa etária menor, quatro primeiras séries 
elementares. No estudo de Firedland, Fitzgerald e Lappan (1984 apud Hart, 1988), a estratégia de 
comparação de razões foi a de maior preferência dos alunos de sextas séries. Dois terços das 
respostas corretas utilizaram esta estratégia. Nos problemas considerados mais difíceis os sujeitos 
abandonaram as estratégias multiplicativas retornando às aditivas, mais primitivas e limitadas 
para estas tarefas.  
Recentemente, Kaput e West (1994) investigaram os padrões de raciocínio informal e 
formal, capazes de influenciar o desempenho de alunos de sexta série com e sem instrução formal 
sobre multiplicação. Foram identificados quatro padrões de raciocínio intuitivo, presentes no 
processo resolução dos dois grupos de alunos: coordenação de estratégias de acréscimo ou 
decréscimo; abreviação das estratégias de acréscimo e decréscimo; unidade-fator; e estratégia 
aditiva. A estratégia de coordenação de acréscimo/decréscimo é considerada a mais primitiva na 
resolução de problemas com proporção simples. Envolve sete passos dos quais os priemiros 
quatro correspondem ao processo de formação de unidades, descritos por Lamon (1994) e Steffe 
(1994)6. A coordenação das composições de unidades que resulta deste processo constitui-se a 
base da estrutura multiplicativa, e é encontrada nas estratégias de resolução das primeiras séries 
elementares.  
Nos quatro primeiros passos da estratégia os sujeitos tornam-se capazes de identificar os 
dois referentes do problema (coleção A e B); estabelecer uma relação de correspondência entre as 
                                                          
6 O processo de formação de unidades descrito por Lamon (1994) e Steffe (1994) é descrito nas p. 38-42 deste 
capítulo. 
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duas coleções; formar unidades-compostas dentro de cada coleção; e construir uma relação de 
correspondência entre as unidades-compostas das duas coleções. Ao final do quarto passo as 
unidades-compostas de cada uma das coleções tornam-se elementos de um agrupamento de 
ordem superior que os contém. Como conseqüência, a relação um-para-muitos é estabelecida em 
dois níveis: entre cada unidade-composta e os elementos que a compõem, e entre cada coleção e 
as unidades-compostas que contém. A percepção das quantidades intensivas (elementos/unidade-
composta e unidade-composta/coleção) reproduz a estratégia de dupla contagem por 
agrupamento (grouping), descrita por Kouba (1989)7. Neste momento, o sujeito é capaz de 
perceber que o incremento das duas coleções se dá simultaneamente e na mesma medida. No 
quinto passo é feita a distinção entre a quantidade conhecida e desconhecida do problema 
relacionando-os a cada uma das coleções. Os dois últimos passos da estratégia permitem aos 
sujeitos encontrar a quantidade B (desconhecida), relacionada ao segundo referente, por 
intermédio da quantidade A (conhecida) do primeiro referente. O sexto passo (replicação 
compartilhada das unidades-compostas das duas coleções até o limite de A para encontrar B) 
corresponde à descrição da estratégia de dupla contagem por pareamento (matching) das 
unidades de duas coleções, apresentada por Kouba (1989)8. Este procedimento foi encontrado 
anteriormente por Conner, Harel e Behr (1988 apud Kaput e West, 1994) na mesma faixa etária 
do estudo de Kaput e West (1994).  
Da estratégia de acréscimo/decréscimo abreviado fazem parte os cinco primeiros passos 
da estratégia de acréscimo e decréscimo. A diferença entre as duas reside na abreviação da 
replicação das unidades-compostas, substituída pelas operações de multiplicação e divisão: 
multiplicação do número de unidades pela quantidade de cada unidade-composta (multiplicação) 
e divisão da quantidade total pela quantidade em cada unidade (divisão-quotição). O operador 
utilizado é escalar e define o número de vezes em que a quantidade conhecida deve ser replicada. 
Apesar de seu refinamento em relação à anterior, o uso das operações de multiplicação e divisão 
nesta estratégia ainda é apoiado em um raciocínio aditivo. A estratégia de unidade-fator introduz 
a idéia de quociente por meio da qual os problemas são resolvidos a partir de um raciocínio 
multiplicativo e não mais aditivo como na estratégia anterior. Por meio desta estratégia são 
resolvidos os problemas de regra de três em que nenhuma das quatro quantidades é a unidade.  
                                                          
7 Na estratégia de agrupamento as unidades de cada grupo são colocadas em recipientes que representam as 
unidades-compostas do grupo maior que as contém.  
8 Na estratégia de pareamento a cada unida-composta formada na segunda coleção corresponde uma unidade ou 
unidade-composta da primeira. 
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A estratégia aditiva, embora incorreta, foi uma das estratégias mais utilizadas pelos alunos 
desta faixa etária na resolução de problemas multiplicativos. A diferença entre a quantidade 
desconhecida e a conhecida é assumida como sendo a mesma que a existente entre as outras duas. 
Em razão disso, para encontrar a quantidade desconhecida a diferença é adicionada à quantidade 
conhecida. A estratégia formal inicia-se com o primeiro e segundo passo da estratégia de 
acréscimo/decréscimo (identificação dos dois referentes do problema e da relação matemática 
que os envolve). O método de ensino adotado pela escola define a escolha do operador escalar 
(comparação entre os elementos de cada razão) ou do operador funcional (comparação entre as 
duas razões). O uso de operador escalar pressupõe uma relação parte/todo entre as quantidades de 
uma mesma razão, enquanto o uso de operador funcional pressupõe uma relação parte/parte entre 
as quantidades de duas razões. 
 O uso pertinente da equação formal na resolução de problemas depende de uma 
correspondência adequada entre as quantidades presentes no enunciado e seus referentes. 
Contrariamente às estratégias informais, a equação formal pode ignorar os referentes do 
problema, lidando apenas com seus dados quantitativos. Utilizada sem esta vinculação depende 
apenas das fornecidas pelos dados quantitativos dos problemas. A estratégia formal influencia a 
escolha da operação do problema: positivamente, se compreendida conceitualmente, e 
negativamente, se aprendida como um simples conjunto de regras e passos. 
As descrições das estratégias de resolução de problemas multiplicativos, elaboradas pelos 
diferentes autores consultados até aqui, demonstram a existência de alguns pontos comuns entre 
elas, como a relação de continuidade entre pensamento aditivo, multiplicativo e proporcional; e o 
longo tempo necessário para a construção da estrutura multiplicativa. Esses estudos mostram que 
a consolidação da multiplicação como esquema conceitual e de procedimento, disponível no 
sistema cognitivo dos sujeitos, depende não somente da elaboração das estratégias aditivas como 
também de sua superação. O tópico que segue registra a importância da estrutura semântica dos 
enunciados para a elaboração e a escolha adequada das estratégias de resolução, em especial, para 
os problemas de tipo isomorfismo de medidas, foco deste estudo.  
 
Fatores que interferem na resolução de problemas multiplicativos 
Os fatores que interferem na escolha das estratégias de resolução de problemas 
multiplicativos vem sendo investigados desde a década de 80. Segundo Gómez (1991), são 
considerados fatores que interferem de forma independente na escolha da estratégia de resolução: 
a compreensão de leitura, o desenvolvimento conceitual, a familiaridade do vocabulário e as 
expressões utilizadas nos enunciados. Os modelos intuitivos, o tipo de número presente no 
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enunciado (natural ou racional), a estrutura semântica, as preferências numéricas, o tamanho 
relativo dos números e o papel que cumprem na operação, segundo o autor, parecem interferir de 
forma inter- relacionada e dependente na escolha do procedimento de resolução.  
Dentre estes fatores a posição da incógnita tem sido apontada como a variável de maior 
influência sobre a escolha das estratégias de resolução de problemas. Pesquisas (Vergnaud, 1993, 
1988; Mulligan, 1992; Kouba, 1989; Schwartz, 1988) têm mostrado que as relações matemáticas 
subjacentes à posição da incógnita determinam estas estratégias. De acordo com estes estudos a 
compreensão e resolução dos problemas multiplicativos simples estão diretamente relacionadas à 
estrutura semântica de seus enunciados. No experimento de Kouba (1989) a variação da posição 
da incógnita foi considerada o fator mais significativo para a escolha das estratégias de resolução, 
seguida da natureza das quantidades presentes nos enunciados. Segundo Bezuk (1986 apud Lesh, 
Post e Behr, 1988) a opção por uma solução aditiva ou multiplicativa frente a uma situação-
problema depende da posição que a incógnita ocupa no enunciado deste tipo de problemas, bem 
como do tipo de número e das características de seus dados não-relevantes e distratores.  
Em problemas multiplicativos com números pequenos, Mulligan (1992) identificou a 
estrutura matemática do problema como a variável de maior influência sobre a escolha da 
operação e o desempenho dos sujeitos. Em problemas com números maiores a combinação desta 
va variável com a estrutura matemática do problema tornou-se o fator mais importante. Para 
Vergnaud (1993) e Schwartz (1988) a posição em que a incógnita se encontra no enunciado 
determina a análise dimensional feita pelo sujeito. A definição das dimensões do problema e suas 
relações quantitativas determinam a estratégia a ser utilizada. No primeiro caso, interpretado 
como uma relação entre duas dimensões, o problema pode ser resolvido por meio da comparação 
de duas razões, ou seja, uma relação quaternária. No segundo caso, definido como uma relação 
ternária, o problema é resolvido por meio da multiplicação ou divisão de duas quantidades que se 
transformam em uma terceira de natureza diferente das duas primeiras9.  
O domínio de princípios matemáticos, considerada uma variável relacionada ao sujeito, é 
capaz de determinar a escolha de procedimentos de resolução de problemas (Riley e Greeno, 
1985 apud Greeno, 1987). Entre pré-escolares, princípios como ordem, correspondência um-a-um 
e cardinalidade influenciam os procedimentos de tarefas simples como as de contagem (Gelman e 
Gallistel, 1978 apud Greeno, 1987). Entre as quatro primeiras séries, o domínio dos invariantes 
da multiplicação e da divisão permite a compreensão e resolução deste tipo de problemas, mesmo 
quando não há escolha adequada da operação aritmética. A compreensão lógica dos problemas 
multiplicativos é anterior e independente de sua resolução quantitativa. Com base nesta 
                                                          
9 A estrutura semântica dos problemas multiplicativos e sua relação com as estratégias de resolução desenvolvida por 
estes autores foi apresentada em tópico anterior. 
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compreensão os problemas podem ser resolvidos por meio da estimativa de seu resultado, o que 
requer tão somente o uso de algoritmos inventados. O domínio dos invariantes, entretanto, é 
capaz de superar os limites das estratégias intuitivas de resolução ao permitir a tomada de 
consciência da estrutura matemática dos problemas e das estratégias convencionais. Integrados ao 
domínio de conceitos e procedimentos, os algoritmos e sinais convencionais podem tornar-se 
ferramentas úteis e disponíveis no sistema cognitivo dos sujeitos (Nunes e Bryant, 1997).  
Segundo Vergnaud (1995 apud Perrenoud, 1999) é o homomorfismo entre invariantes, algoritmos 
e situações de referência que permite a resolução dos problemas multiplicativos com 
competência. 
O domínio dos invariantes matemáticos faz parte de um processo gradual de quantificação 
da realidade cuja excepcional potencialidade de transferência aumenta a capacidade dos sujeitos 
na resolução de problemas, e contribui para a aprendizagem de uma gama de conteúdos 
correlatos. Entre alunos de nove e onze anos a aprendizagem da comparação de razões é capaz de 
melhorar o desempenho dos sujeitos não somente nesta tarefa como em outras, indiretamente 
relacionadas, mas que envolvem raciocínio lógico e matemático (Case e Sandieson, 1988). A 
aprendizagem dos invariantes multiplicativos abre maiores possibilidades de criação de 
algoritmos de resolução deste tipo de problemas. Seu domínio é conseqüência da manipulação e 
extensão dos conceitos matemáticos a um leque cada vez mais amplo de tipos de números, 
contextos e representações simbólicas (Greeno, 1987). A identificação do conjunto de princípios 
matemáticos envolvidos na compreensão e resolução de problemas aritméticos se impõe, por este 
motivo, na organização das experiências de ensino-aprendizagem deste conteúdo (Greeno e 
Jonhson, 1984 apud Greeno, 1987). 
A compreensão da estrutura matemática não tem se mostrado suficiente, porém para a 
escolha apropriada da operação aritmética dos problemas multiplicativos. Mesmo quando há 
compreensão dos conceitos envolvidos na operação ou no próprio problema, os sujeitos podem 
escolher a operação incorreta (Zunino, 1995; Steffe, 1994; Gómez, 1991). Embora o sujeito 
realize mentalmente o cálculo e estime com correção o resultado de um problema, a aplicação 
destes saberes na escolha de uma operação aritmética adequada depende, ao mesmo tempo, da 
interpretação que possui da operação em si, e de como esta se relaciona com o sistema de 
numeração. A multiplicação é espontaneamente calculada pelas crianças a partir do lado direito, 
procedimento no qual levam em conta o valor posicional dos números. Ao utilizar o algoritmo 
convencional passam a operar do lado esquerdo, na maioria das vezes sem entender a relação 
entre os passos e regras que devem seguir e o sistema de numeração. Por não ser dominado 
conceitualmente, o algoritmo canônico deixa de ser uma escolha adequada para a resolução dos 
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problemas multiplicativos, embora estes sejam resolvidos com correção, por meio de algoritmos 
inventados.  
Segundo Kamii e Dominick (1998), o mesmo acontece com o algoritmo canônico da 
divisão. A aprendizagem de algoritmos convencionais sem uma compreensão adequada do valor 
posicional dos números dificulta ou impede a escolha de uma operação que represente as relações 
quantitativas deste tipo de problema. Uma interpretação fragmentada e superficial origina a 
execução das operações aritméticas como seqüências de passos e regras a serem cumpridas, 
incompreensíveis do ponto de vista do sistema de numeração decimal (Zunino, 1995; Kamii, 
1995). Por outro lado, uma mesma operação aritmética é capaz de representar relações 
matemáticas bastante diferentes entre si, e a tarefa do sujeito ao resolver um problema implica 
converter sua estratégia intuitiva e inconsciente, em geral, retirada de um leque bastante amplo de 
escolhas, em um dos poucos algoritmos convencionais disponíveis. Esta conversão depende de 
uma relação homomórfica entre situação-problema, representação simbólica e invariantes 
matemáticos (Vergnaud, 1994; Kieren, 1988). 
Os modelos intuitivos de adição repetida e repartição, descritos por Fischbein, E.; Deri, 
M.; Nello, M. e Merino, M. (1985), têm se mostrado variáveis de influência significativa na 
escolha de estratégias de resolução para os problemas multiplicativos10. O modelo de repartição é 
entendido como sinônimo de divisão e é normalmente utilizado nos dois tipos de problemas, 
quotição e partição. A manutenção da repartição como modelo, mesmo após o ensino formal da 
divisão, é determinada pela abordagem reducionista com que a própria escola desenvolve este 
conceito (Gómez, 1991; Vergnaud, 1988; Schwartz, 1988). Somente uma abordagem ampliada 
dos conceitos matemáticos, desde as primeiras séries elementares, é capaz de evitar esta 
perspectiva em seu ensino (Vergnaud, 1988). As abordagens reducionistas da multiplicação e da 
divisão são responsáveis pela criação de pré-conceitos e interpretações equivocadas das relações 
matemáticas presentes nos problemas multiplicativos, mesmo naqueles de menor complexidade, 
que envolvem proporções simples. Pesquisas (Schwartz, 1988; Steffe, 1994) têm mostrado que o 
insucesso escolar provocado por tais abordagens é, na maioria das vezes, de longo prazo, 
alcançando o final do ensino fundamental e o ensino médio.  
Nas primeiras séries elementares, anteriores ao ensino da multiplicação, a adição repetida 
é considerada um caminho necessário ao desenvolvimento do raciocínio multiplicativo (Steffe, 
1994; Mulligan, 1992; Kouba, 1989; Vergnaud, 1988; Hart, 1988; Mangan, 1988; Lunzer e 
                                                          
10 Como demonstrado em tópico anterior, a subtração repetida não influencia a escolha da estratégia de resolução, 
p.56-59.  
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Pumfrey, 1966 apud Hart, 1988)11. Sua permanência em faixas escolares mais avançadas, 
entretanto, é motivo de preocupação de vários pesquisadores. Segundo Karplus, Karplus e 
Wollman (1972 apud Hart, 1988), a manutenção das estratégias aditivas é fortemente 
influenciada pelo processo de escolarização, e não representa um caminho espontâneo da 
resolução de problemas. Posição similar, é destacada por Hart (1988) ao comentar os 
procedimentos aditivos adotados por alunos de final do ensino fundamental (sexta a oitava série) 
e do ensino secundário na resolução de problemas multiplicativos. Nas séries avançadas as 
estratégias aditivas são utilizadas em problemas para os quais os sujeitos não têm disponíveis os 
algoritmos ensinados pela escola. 
Em outra investigação – Children’s Mathematical Frameworks (Hart, 1988) - as 
estratégias de contagem e adição foram as mais utilizadas por alunos com idade entre oito e treze 
anos. Além de usarem estratégias aditivas estes alunos não apresentaram proficiência em 
nenhuma das quatro operações aritméticas. As estratégias aditivas apresentam uma forte 
resistência a desaparecer gerando alunos “adicionadores”, ou seja, impermeáveis a qualquer 
intervenção didática que pretenda a modificação de suas estratégias de resolução. Segundo o 
autor, sua utilização em idade posterior à quarta série elementar é resultante da sobreposição de 
conceitos e procedimentos informais e formais aprendidos pelos alunos. Estes conhecimentos 
tendem a constituir uma rede conceitual e de procedimentos paralela ao ensino escolar, e a 
converter-se em um obstáculo às aprendizagens mais complexas. De caráter epistemológico, este 
obstáculo é decorrência de um ensino incapaz de estabelecer conexão entre o saber informal e 
formal transmitido pela escola. Situação que se agrava mediante o privilegiamento da fixação e 
treinamento de algoritmos e, portanto, da cristalização de procedimentos desvinculados de seu 
significado. Por não se desenvolverem espontaneamente e apresentarem uma natureza complexa, 
o pensamento multiplicativo e proporcional exige uma atenção especial da escola. 
Nos estudos de Baek (1998), Kaput e West (1994) e Lesh, Post e Behr (1988) as 
estratégias aditivas mostraram ser padrões de raciocínio intuitivo, capazes de influenciar a 
escolha da operação de problemas multiplicativos, em alunos de séries avançadas com ou sem 
ensino formal deste conteúdo. Segundo (Hiebert e Behr, 1988) o caráter primitivo da abordagem 
aditiva dos conceitos e procedimentos multiplicativos lhes confere um grande poder capaz de 
facilitar, dificultar ou impedir a aquisição do saber formal matemático. Dentro do campo 
conceitual multiplicativo as estratégias aditivas constituem-se obstáculos a aquisição do esquema 
proporcional, estagnando-o. Como assinala Nescher (1988), somente uma abordagem 
multiplicativa é capaz de impedir o uso de procedimentos aditivos em níveis mais elevados de 
                                                          
11 Os argumentos desenvolvidos nesta direção foram apresentados em tópico anterior, p. 56-58. 
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escolarização. Como demonstrado em seu estudo, com alunos de quarta, quinta e sexta série, os 
procedimentos multiplicativos ensinados pela escola podem obter um maior impacto sobre o 
processo de resolução deste tipo de problemas do que os modelos intuitivos12.  
Segundo Fischbein, E.; Deri, M.; Nello, M. e Merino, M. (1985) ao se relacionarem à 
escolha da operação do problema os modelos intuitivos originam preconceitos numéricos que 
influenciam diretamente este processo: a multiplicação aumenta as quantidades; a divisão-
partição diminui as quantidades, o dividendo é sempre maior que o divisor, e o divisor é sempre 
um número inteiro; na divisão-quotição o dividendo é sempre maior que o divisor. Em pesquisa 
posterior, Bell, A.; Greer, B.; Grimison L. e Mangan, C. (1989) concluíram que os pré-conceitos 
relacionados ao tamanho relativo dos números influenciam mais fortemente a escolha da 
operação do que os relacionados à sua função de dividendo ou divisor dentro do problema como 
indicado por Fischbein et al. (1985). Entre os alunos das quatro primeiras séries elementares, Bell 
et al. (1989) identificaram quatro fatores numéricos que combinados definem a escolha da 
operação. Os pré-conceitos numéricos (multiplicação produz números grandes e divisão, 
pequenos); o pré-conceito de que não é possível dividir-se um número menor por um maior; a 
preferência numérica (multiplicação ou divisão por números inteiros ignorando o ponto decimal); 
e a confusão sobre os papéis dos numerais nos problemas que envolvem uma razão (idéia difusa 
do papel do numerador e do denominador).  
Levados pelos pré-conceitos e preferências numéricas os alunos antecipam, ainda que 
erroneamente, a quantidade de dígitos que a resposta deve ter antes mesmo da escolha da 
operação. Os números presentes no enunciado não fornecem informações suficientes para uma 
escolha apropriada da operação e a antecipação correta da resposta é uma tarefa complexa que 
depende da compreensão da estrutura matemática do problema (Greer, 1994). Estudos mostram 
que a modificação dos numerais apresentados nos enunciados é razão suficiente para a não 
identificação da similaridade estrutural de problemas multiplicativos. Quando modificados os 
numerais de um problema, os sujeitos desta faixa etária tendem a não conservar em um segundo, 
de mesma estrutura matemática, os procedimentos de resolução empregados no primeiro (Bell et 
al., 1989).  
A forte influência dos pré-conceitos entre as primeiras séries elementares é, em parte, 
devida à inexistência, nessa faixa etária, de esquemas gerais de resolução independentes dos 
                                                          
12 O estudo de Nescher (1988) é apresentado em tópico posterior sobre as possibilidades de modificação das 
estratégias de resolução dos sujeitos, p. 82. 
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numerais, e, em parte, devida ao ensino de representações instrucionais que não expressam 
adequadamente as relações matemáticas dos problemas. Pesquisas realizadas em idades mais 
avançadas evidenciam a manutenção dos pré-conceitos numéricos ao longo do processo de 
escolarização, apesar das experiências dos sujeitos com o ensino formal de matemática. Os pré-
conceitos numéricos parecem ir fixando-se gradualmente e firmemente nos procedimentos de 
resolução dos sujeitos (Greer, 1994). 
Nos problemas multiplicativos o tipo de número utilizado no enunciado, inteiro ou 
decimal, apresenta forte influência sobre o desempenho dos sujeitos. Problemas envolvendo 
proporção simples com números inteiros e pequenos são resolvidos com maior facilidade pelos 
sujeitos, 100% dos alunos de quinta série e 75% dos alunos de terceira série da escola elementar. 
Desde os dez anos de idade até o nível universitário, o uso de números decimais como 
multiplicador, em maior grau, e como multiplicando, em menor grau, influenciam negativamente 
os resultados deste tipo de problemas (Mangan, 1989). Problemas de divisão envolvendo decimal 
como divisor ou um denominador maior que o numerador produzem dificuldades similares 
(Carretero, 1985 apud Vergnaud,1988). Segundo Fischbein et al. (1985), em conjugação com os 
pré-conceitos numéricos os números decimais produzem uma redução drástica no número de 
acertos de problemas multiplicativos simples. O uso de numerais que não são múltiplos, e a 
exigência de resto ou de decimais no resultado se apresentam como as variáveis numéricas de 
maior dificuldade, mesmo para os alunos de sexta série em diante, que já entraram em contato 
com números racionais (Kaput e West, 1994). 
Os professores também apresentam pré-conceitos numéricos capazes de influenciar os 
procedimentos de resolução de seus alunos, tanto em problemas de multiplicação quanto de 
divisão. Entretanto, a existência de certa independência entre o domínio conceitual dos alunos e 
sua habilidade em interpretar problemas pode impedir a influência dos pré-conceitos dos 
professores sobre o seu processo de resolução. Esta é uma razão suficiente, segundo Maza 
(1991), para colocar o processo de conceitualização dos alunos como a grande prioridade de 
projetos educacionais que pretendam a melhoria do processo de resolução de problemas em 
substituição ao treinamento de habilidades e estratégias mais suscetíveis a influências 
contextuais.  
Em um estudo com alunos das primeiras séries do ensino fundamental com ou sem 
dificuldade de aprendizagem ou desordem de atenção, Zentall (1990) mostrou a existência de 
relação entre velocidade e precisão de seu desempenho e a natureza do problema. Dentre os 
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problemas aritméticos, os multiplicativos (de tipo simples com uma operação) apresentaram a 
mais baixa velocidade dos alunos com desordem de atenção. Em problemas multiplicativos com 
mais de uma operação, a diferença de desempenho entre grupos com e sem dificuldades de 
aprendizagem deixou de existir, observando-se baixo desempenho de velocidade e precisão em 
todos os sujeitos. Entre adolescentes e adultos escolarizados, velocidade e precisão parecem ser 
fatores importantes para a escolha da estratégia de resolução de problemas multiplicativos. Em 
pesquisa realizada por Siegler e Lemaire (1997) com adultos entre vinte e sessenta anos de idade, 
velocidade e precisão na utilização de cálculo mental, calculadora ou lápis e papel foram os 
fatores determinantes para a escolha de uma destas estratégias. Velocidade foi também o critério 
utilizado por estudantes universitários para a escolha dos primeiros problemas a serem resolvidos 
em testes de matemática: os problemas considerados de mais rápida resolução foram os primeiros 
escolhidos em detrimento daqueles considerados mais fáceis (Skinner et al., 1996). Comparando 
velocidade e precisão Zentall (1990) concluiu que a velocidade é a variável de maior influência 
sobre o desempenho de adolescentes na resolução de problemas multiplicativos. 
A forma de apresentação dos problemas é também considerada uma variável de 
importância para o desempenho dos sujeitos. Dedicada ao estudo da linguagem dos enunciados, 
Nescher (1988) acredita que as dificuldades enfrentadas pelos sujeitos no processo de resolução 
estão estreitamente relacionadas ao grau de definição com que a formulação lingüística do 
enunciado, incluindo os de multiplicação, manifesta a estrutura matemática de um problema. 
Parmar et al. (1996) determinaram a influência de certas características da tarefa sobre o 
desempenho em resolução de problemas. Em um estudo com alunos do ensino elementar com 
dificuldade de aprendizagem ou desordem de atenção os autores controlaram quatro variáveis 
presentes nos enunciados: uso das quatro operações aritméticas, uso de discurso direto e indireto, 
presença ou não de informações irrelevantes, e necessidade de um ou dois passos para a 
resolução. Para os dois grupos os problemas com discurso indireto apresentaram maior 
dificuldade do que aqueles com informações alheias à sua estrutura matemática. Maior facilidade 
foi encontrada nos problemas com uma só operação e uso de apenas um passo para resolução. 
Dificuldades em certas habilidades cognitivas como memória e atenção, e uso predominante de 
palavras-chaves para identificar a operação aritmética de um problema foram consideradas as 
causas dos erros do grupo com dificuldades de aprendizagem e desordem de atenção.  
Os estudos de Brossard e Wargnier (1993) focalizaram o papel das variáveis contextuais 
sobre o desempenho das quatro primeiras séries elementares. Em um de seus experimentos os 
  
71 
problemas foram contextualizados por meio da variação da nomenclatura da tarefa (“problemas”, 
“problemas de multiplicação”, “sem nome”) e da variação dos problemas fornecidos para 
resolução (um problema de divisão e três de multiplicação). A influência da contextualização 
sobre o desempenho mostrou-se inversamente proporcional ao êxito acadêmico dos estudantes. 
Aqueles com rendimento escolar baixo mostraram-se mais susceptíveis à sua influência do que 
aqueles com rendimento médio ou superior. O mesmo resultado foi encontrado em outro 
experimento cujas variáveis controladas foram: tempo (recente ou remoto) de aquisição da 
função aritmética investigada; variação da ordem de apresentação dos problemas (três de 
multiplicação e um de divisão); e importância atribuída pelo experimentador à tarefa, como 
medida do desempenho individual ou do grupo. 
A proximidade da aquisição do conteúdo e o uso da tarefa como medida de avaliação 
individual foram as variáveis de maior significância para os baixos resultados dos sujeitos. Para 
Brossard e Wargnier (1993) os resultados ressaltam o caráter social da aprendizagem e pode ser 
entendido não somente como uma particularidade do psiquismo dos sujeitos, mas como uma 
conduta indissociável da forma como se situam socialmente na instituição escolar. Seu 
desempenho não se deixou influenciar, entretanto, pela variação da ordem de apresentação dos 
problemas, sugerindo neutralidade desta variável para a realização da tarefa. A influência da 
ordem de apresentação da incógnita sobre o processo de resolução de problemas não foi abordada 
no estudo, mas mereceu destaque dos autores como um tema de pesquisa relevante para a 
compreensão dos procedimentos utilizados pelos sujeitos durante a realização da tarefa.  
 
Representação simbólica dos procedimentos multiplicativos 
A sofisticação dos conceitos e procedimentos de resolução de problemas é acompanhada 
pelo desenvolvimento e refinamento das formas de representação simbólica e da linguagem 
matemática utilizada pelos sujeitos. Entre alunos das quatro primeiras séries elementares, a 
resolução de problemas multiplicativos é realizada por meio de um dos três tipos de notação: 
pictórica, icônica e simbólica. As representações pictográficas reproduzem a forma dos objetos, 
as icônicas utilizam figuras abstratas como bolas, pontos ou traços para representá-los, e as 
simbólicas utilizam numerais ou sua combinação com as outras formas de representação. Ao 
resolver cálculos, crianças sem instrução tendem a utilizar mais a representação icônica do que os 
escolarizados. Neste tipo de tarefa, em ambos, o uso de representação icônica é superior à 
manipulação de materiais de contagem. Na resolução de problemas multiplicativos a preferência 
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das crianças sem instrução recai sobre a representação pictográfica que permite uma variedade 
maior de grafismos. As crianças escolarizadas tendem a utilizar os algoritmos ensinados pela 
escola, combinados ou não com as outras formas de notação (Lautert e Spinillo, 2000).  
O uso da notação convencional para representar os procedimentos de resolução traz novas 
dificuldades para os sujeitos. Estudos de Nunes e Bryant (1997) mostram que o sistema de 
representação simbólica dos problemas multiplicativos ainda não está completamente dominado 
nas quatro primeiras séries. De seu domínio, bem como da compreensão das relações 
matemáticas contidas nos problemas, é que depende uma resolução adequada. A complexidade 
da representação exigida pelos problemas que apresentam valores numéricos em seu enunciado é 
uma das razões de sua maior dificuldade para esta faixa etária, em comparação com os problemas 
multiplicativos, nos quais estes dados estão ausentes. 
Entre os alunos das quatro primeiras séries que representam os procedimentos de 
resolução por meio de numerais, a notação escolhida nem sempre coincide com o algoritmo 
convencional. Podem representar exclusivamente o resultado da operação, os dados incluídos no 
início do enunciado, ou os dados do problema e do resultado sem incluir, porém, o sinal que 
indica a operação, ou,ainda, todos os termos da operação com criação de seu sinal. Em muitos 
casos, a forma convencional coexiste com a inventada e expressa a atividade de reconstrução da 
representação simbólica, empreendida pelos sujeitos (Zunino, 1995). Segundo Sastre e Moreno 
(1972 apud Zunino, 1995), os sujeitos inicialmente se centram na representação do resultado 
para, em seguida, representar os termos da operação. Hughes (1986 apud Zunino, 1995) justifica 
a diversidade das notações utilizadas pelas crianças a partir da própria história dos sistemas de 
numeração. Segundo o autor, as representações infantis reproduzem a diversidade de 
representações produzidas pelo homem ao longo da história da matemática. 
Segundo Lautert e Spinillo (2000), a escolha da forma de representação dos 
procedimentos é influenciada pelo tipo de tarefa a ser executada: resolução de um problema ou de 
um cálculo. Esta diferença é interpretada pelas autoras em termos da presença ou ausência de 
referentes para as quantidades envolvidas nas duas tarefas. Para Zunino (1995), esta diferença é 
decorrente da natureza diversa dos procedimentos empregados para a resolução de uma e outra 
tarefa. Os suportes utilizados pelos sujeitos para desenvolver suas estratégias de resolução de 
problemas, bem como sua forma de representação simbólica, evidenciam o raciocínio 
multiplicativo utilizado pelo sujeito. Estratégias desenvolvidas na mesma faixa etária com 
material de contagem, desenho ou notação numérica apresentam naturezas diversas e evidenciam 
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formas e níveis diferentes de raciocínio multiplicativo. Estratégias de resolução construídas com 
material de contagem, por exemplo, não contribuem diretamente para a elaboração de algoritmos 
(Kouba, 1989). Para as crianças o manejo de material concreto e o uso de algoritmo numérico são 
duas atividades não relacionadas entre si, e funcionam como se fossem dois mundos, cada um dos 
quais possui suas próprias regras e procedimentos (Hughes, 1986 apud Zunino, 1995, p.68) 
As estratégias primitivas de contagem permitem a resolução fácil e correta de situações-
problema com objetos reais. Sua substituição por algoritmos escritos nem sempre é aceita e 
compreendida pelos sujeitos para os quais seus passos e regras apresentam uma complexidade 
inesperada (Zunino, 1995). Diferentemente das outras estratégias, os algoritmos numéricos estão 
vinculados ao sistema de notação que os representa. Destes sistemas fazem parte princípios de 
uma lógica geral que regula a atividade mental dos sujeitos e, de uma lógica própria, arbitrária e 
constante que influencia a maneira como os problemas são resolvidos. Em decorrência disso, o 
pensar matematicamente sobre uma situação-problema implica em invariáveis advindas do 
sistema de representação simbólica (Greer, 1994; Vergnaud, 1990; 1991).  
Compreendidos conceitualmente os símbolos matemáticos podem converter-se em um 
caminho bastante favorável de acesso à estrutura matemática dos problemas. Entretanto, uma de 
suas vantagens, sua possibilidade de utilização para além de seu domínio conceitual, pode 
converter-se em um obstáculo à compreensão desses problemas. De um lado, o domínio de 
procedimentos eficientes permite aos sujeitos gerar respostas corretas a problemas que, de fato, 
não entenderam conceitualmente. E, de outro, impossibilita-os de utilizá-los como ferramentas 
disponíveis em seu sistema cognitivo. Este é o caso dos sujeitos capazes de resolver uma 
situação-problema por meio de procedimentos intuitivos e que fracassam ao tentarem transpô-los, 
adaptá-los ou convertê-los em algoritmos convencionais. A facilidade de treinamento e 
memorização de algoritmos pode constituir-se, dessa maneira, em um sério perigo para a 
aprendizagem da matemática. (Nunes e Bryant, 1997). 
Segundo Zunino (1995), boa parte dos alunos de terceira e quinta séries elementares 
resolvem problemas multiplicativos com alto grau de compreensão, mas não se mostram capazes 
de resolvê-los corretamente com uso de algoritmos convencionais. Seu insucesso no uso das 
operações aritméticas não provém, contudo, da falta de compreensão das operações em si 
mesmas, e sim da desvinculação entre estes procedimentos e a natureza posicional do sistema de 
numeração. Aprendidos como um conjunto de regras e passos a serem seguidos, as operações não 
se convertem em recursos conceituais e de procedimentos capazes de conectar-se ao saber 
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informal dos sujeitos e à estrutura matemática dos problemas. Nas primeiras séries escolares, 
quando solicitados a resolver um problema, os alunos, em geral, o fazem com significado; no 
transcorrer da escolarização vão desprendendo-se vagarosamente dos aspectos significativos dos 
procedimentos de resolução substituindo-os pela simples manipulação de símbolos matemáticos. 
Estudos (Steffe, 1994; Wearne e Hiebert, 1988) mostram que ao chegar ao final do ensino 
fundamental, alunos na faixa etária de treze anos, privilegiam a abordagem sintática dos 
conteúdos matemáticos em detrimento de sua semântica. Na resolução de problemas aditivos e 
multiplicativos tendem a utilizar procedimentos desvinculados de seus aspectos conceituais.  
A superação da ruptura entre conceito e procedimento matemático envolve o domínio dos 
invariantes operacionais do esquema multiplicativo. Paradoxalmente, a explicitação e tomada de 
consciência dos conceitos matemáticos envolvidos na resolução deste tipo de problemas é 
realizada por meio do processo de simbolização. A comunicação oral, os algoritmos numéricos, o 
registro escrito ou o desenho são instrumentos de simbolização lingüística ou extralingüística 
capazes de promover o processo de tomada de consciência. Este processo permite aos sujeitos 
reconhecer e classificar as estruturas invariantes de diferentes problemas, e generalizá-las a 
qualquer valor numérico ou domínio de experiência. Fortemente relacionada ao pensamento, a 
linguagem permite a transformação do conhecimento em objeto do sujeito (Vergnaud, 1988; 
1994).  
A linguagem é capaz de atuar como elemento organizador das ações que exigem 
processos de elaboração consciente por parte do sujeito. Dificuldades ou obstáculos surgidos no 
processo de resolução de um problema, ao exigir a modificação de ações rotinizadas, tem na 
linguagem um instrumento eficaz para sua tomada de consciência. Ancorado pela linguagem este 
processo de reflexão mobiliza os recursos cognitivos disponíveis no sistema dos sujeitos e 
coordena os esquemas de ação e conhecimentos pertinentes à resolução do problema. Segundo 
Perrenoud (1999), a linguagem situa-se na gênese das competências cognitivas dos sujeitos, ao 
participar de processos mentais conscientes (raciocínios explícitos, decisões e inferências). Nas 
primeiras séries elementares, o processo de tomada de consciência tem como instrumentos 
privilegiados a fala e o desenho, por meio dos quais os sujeitos podem explicitar seus 
procedimentos de resolução. No estudo de Busquets (1996), a fala é o ponto culminante de uma 
seqüência de abstrações realizadas pelos sujeitos durante o processo de resolução de problemas. 
Neste processo, a partir da resolução de um problema com material de contagem, os sujeitos 
elaboram abstrações matemáticas por meio de algoritmos numéricos. Num segundo momento, 
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elaboram nova abstração dos procedimentos de resolução por meio do desenho em seqüência dos 
fatos ocorridos no processo de resolução; e, como momento final do processo de tomada de 
consciência, o relato oral dos sujeitos sobre suas ações realiza a conexão necessária entre o 
contexto empírico e as abstrações elaboradas. 
De acordo com Becker (1999, p.21) a fala organizada é uma das formas privilegiadas de 
proceder a ações de segundo grau, pois, consiste na apropriação e reorganização, em outro 
patamar, de ações já executadas no patamar anterior. Seu poder de modificar os sujeitos e as 
ações que realizam torna-a um elemento constituinte do processo de construção do conhecimento. 
Estudos (Baek, 1998; Zunino, 1995; Hart, 1988) têm demonstrado a influência da fala organizada 
sobre o desempenho dos alunos das quatro primeiras séries elementares na resolução de 
problemas multiplicativos. Em um estudo com alunos entre seis e nove anos de idade para 
resolução de problemas multiplicativos, Correa (2000) encontrou relação entre o sucesso dos 
sujeitos na tarefa e na explicação verbal dos procedimentos utilizados. Para a autora, por meio da 
fala organizada é possível a identificação das similaridades e diferenças entre as estratégias de 
resolução, bem como sua relação com a estrutura matemática do problema. 
 
Modificação de desempenho na resolução de problemas multiplicativos 
Estudos (Steffe, 1994; Lamon, 1994; Mulligan, 1992; Kouba, 1989) realizados sobre o 
processo de resolução de problemas multiplicativos fornecem algumas pistas importantes sobre a 
possibilidade de modificação do desempenho dos sujeitos. Parece significativo que nestes 
trabalhos o progresso no uso de estratégias de resolução seja acompanhado de um movimento 
equivalente nos processos de contagem e de representação simbólica utilizados pelos sujeitos. 
Segundo alguns autores (Vergnaud, 1994; Morgado, 1993; Gómez, 1991; Lesh e Landau, 1983) 
tais movimentos expressam diferentes estágios de desenvolvimento do esquema multiplicativo. 
Em situação de livre escolha, alunos do ensino fundamental com e sem ensino formal sobre 
multiplicação mostram-se capazes de resolver este tipo de problemas corretamente utilizando 
procedimentos diferentes dos ensinados pela escola (Baek, 1998; McIntosh, 1998; Campbell, 
Rowan e Suarez, 1998; Zunino, 1995). Kaput e West (1998) lembram que o uso acertado de 
algoritmos convencionais pressupõe um estágio avançado da formação do esquema 
multiplicativo, enquanto o uso de algoritmos intuitivos corresponde às fases iniciais deste 
processo. Se levada em conta pela escola, a relação de continuidade entre conhecimento 
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matemático informal e formal, demonstrada por vários estudos (Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 
1991), é capaz de facilitar a construção harmoniosa e gradativa do esquema multiplicativo. 
A continuidade entre conhecimento matemático informal e formal é o ponto de 
sustentação de diversas propostas didáticas (Carraher et al., 1985, Ginsburg e Putnam et al., 1980 
apud Resnick, 1991). Resnick (1991) destaca duas das razões pelas quais o conhecimento 
informal deixa de ser utilizado pelos alunos na escola: a ênfase na manipulação de símbolos 
formais, que desencoraja o uso de sua intuição espontânea;  e a descontinuidade entre o 
raciocínio exigido pela instituição e as aquisições matemáticas realizadas por estes alunos em sua 
vida cotidiana. Segundo a autora, somente um programa de ensino que promova a passagem 
gradual do saber informal ao formal é capaz de produzir a melhoria do desempenho dos sujeitos 
na resolução de problemas aritméticos.  
O projeto de ensino descrito por Campbell, Rowan e Suarez (1998) procurou vincular 
estes dois tipos de saberes. Realizado com alunos das quatro primeiras séries elementares o 
programa incentivou a representação simbólica dos procedimentos de resolução, primeiramente 
de forma espontânea (cálculos mentais, manipulação de materiais e desenhos), e gradualmente 
direcionou-a para o sistema convencional. Os algoritmos canônicos foram ensinados como um 
dos caminhos possíveis para a resolução dos problemas, e não os únicos. O experimento 
proporcionou uma melhor compreensão dos sujeitos sobre a adequação dos algoritmos em cada 
situação. Segundo Campbell, Rowan e Suarez (1998), entre os alunos com baixo desempenho em 
matemática, ocorreu o resgate dos algoritmos inventados pelos sujeitos e sua inter-relação com os 
algoritmos ensinados pela escola. Inventados ou ensinados, os algoritmos passaram a ser 
escolhidos em razão de sua capacidade de resolver a tarefa proposta e da capacidade do próprio 
sujeito de compreendê-los e explicá-los adequadamente. Segundo os autores, o uso do cálculo 
mental permitiu aos sujeitos adquirir confiança no poder de seu conhecimento matemático e 
estimulou-os ao esforço pessoal, à criação e ao uso de estratégias próprias na resolução de 
problemas. Seu exercício foi responsável pela descoberta de novas relações quantitativas que 
modificaram e ampliaram o conhecimento conceitual e de procedimentos dos sujeitos. Sowder 
(1988) destaca que a descoberta de novas relações quantitativas é responsável pela aquisição dos 
diferentes sentidos de número presentes nos esquemas aditivos e multiplicativos.  
Segundo Hart (1988), apesar de seu aceite teórico um ensino que privilegie a continuidade 
entre estratégias informais e formais de resolução tem apresentado pouco suporte empírico nas 
escolas. Em decorrência disso, mesmo após anos de instrução escolar, os alunos continuam 
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falhando ao fazer a transição para os métodos e símbolos formais de resolução de problemas. No 
campo conceitual multiplicativo, frente a um problema não-rotineiro, os sujeitos deixam de 
utilizar seu conhecimento formal valendo-se de estratégias primitivas e informais, na maioria das 
vezes ineficientes para as novas situações. Semadeni (1984 apud Greer, 1994) lembra que o 
domínio dos invariantes é obtido por meio da variação de situações-problema familiares aos 
sujeitos, sua extensão a outros tipos de números, e análise de sua estrutura matemática. Segundo 
o autor, a manipulação e análise de uma ampla variedade de situações, acompanhadas de uma 
progressiva ampliação dos numerais é capaz de promover a generalização dos conceitos e 
procedimentos multiplicativos. Para Steffe (1988) o domínio dos invariantes não garante uma 
aprendizagem significativa do algoritmo canônico ensinado pela escola. Por ser um algoritmo do 
outro, o algoritmo canônico é sempre destituído da matemática do sujeito que aprende, e não leva 
em conta os tipos de unidades, bem como a natureza de seus esquemas de ação e operação que 
estão disponíveis no sistema cognitivo dos sujeitos. Do ponto de vista do ensino do esquema de 
resolução de problemas, a autora sugere como ponto de partida os algoritmos produzidos pelos 
próprios sujeitos. Estes algoritmos são importantes por fazerem parte de sua matemática própria, 
isto é, das relações quantitativas que são capazes de estabelecer entre os objetos de seu convívio 
cotidiano.  
Em um estudo desenvolvido com alunos de sexta série elementar, Kaput e West (1994) 
partiram da continuidade existente entre estruturas e procedimentos matemáticos intuitivos e 
formais. As intervenções pedagógicas, realizadas nas classes de origem dos participantes, 
promoveram a manipulação de objetos de contagem e o ensino da representação tabular dos 
dados dos problemas. Os resultados dos pós-testes demonstraram um acréscimo geral do número 
de acertos e modificação das estratégias de resolução utilizadas pelos sujeitos com tendência ao 
uso de procedimentos não-canônicos. Durante o experimento a freqüência de uso da estratégia de 
acréscimo/decréscimo aumentou de 12% a 15% (pré-teste) para 42% no pós-teste. Esta estratégia 
juntamente com a de unidade-fator foi responsável por 90% dos acertos obtidos pelos sujeitos13. 
Entre o pré e o pós-teste a estratégia de resolução aditiva foi substituída por 63% dos 
sujeitos, enquanto o algoritmo-equação (canônico), não utilizado no pré-teste, foi utilizado no 
pós-teste por 26% dos sujeitos que obtiveram, por seu intermédio, 70% de acertos. A modificação 
das estratégias de resolução e a melhoria do desempenho dos sujeitos, segundo os autores, deveu-
se em grande parte à manipulação do material de contagem que serviu como representação de 
                                                          
13 As estratégias de resolução indicadas aqui foram descritas anteriormente neste capítulo. 
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suas hipóteses de trabalho. Por outro lado, embora o uso de algoritmo-equação não indique a 
compreensão das relações matemáticas contidas nos problemas e, de modo geral, até mesmo 
independa desta, os autores acreditam que sua utilização, acompanhada de aumento do número de 
acertos dos problemas, seja um indicador de aprendizagem. Características semânticas e 
numéricas dos problemas também contribuíram para a melhoria do desempenho dos alunos: a 
presença de múltiplos conhecidos, razões divisíveis entre si, expressões conhecidas como “para 
todos” e “para cada”, e razões familiares como velocidade e preço. Razões não equivalentes, 
pequenas diferenças entre as quantidades de duas razões, a posição do problema na apresentação 
do teste (início, meio ou fim do teste) e conteúdos envolvendo geometria foram apontadas pelos 
autores como obstáculos para uma escolha adequada dos procedimentos de resolução. 
Um método de ensino capaz de dar conta dos processos informais e formais envolvidos na 
construção do esquema multiplicativo tem sido o foco de outro grupo de estudos (Coll, 1999; 
Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1994; Case e Sandieson, 1988; Hiebert e Behr,1988). O 
tratamento reducionista que a escola tem dispensado ao conteúdo, privilegiando seus aspectos 
sintáticos em detrimento dos semânticos; a necessidade de ser ensinado, uma vez que não se 
desenvolve espontaneamente; e suas características conceituais que o impedem de ser ensino 
como conteúdo pronto e acabado, e exigem uma construção pessoal do sujeito que o aprende são, 
segundo Hiebert e Behr (1988), pontos consensuais para a organização de um método desta 
natureza. É papel fundamental da escola o desenvolvimento de procedimentos com poder de 
resolução cada vez mais amplo, cuja evolução acompanhe a complexidade dos conceitos 
multiplicativos envolvidos, e a aprendizagem significativa dos sistemas de representação 
convencional. Para tanto, é necessária a manutenção das conexões entre a matemática aprendida 
na escola e o mundo real que lhe dá sentido; e de outro, para que possam ser generalizáveis a um 
maior conjunto de situações, os métodos de resolução devem tornar-se progressivamente mais 
abstratos e independentes do contexto do problema ao qual inicialmente se aplicam.  
Estudos (Vergnaud, 1988; Case e Sandieson, 1988; Case, 1988) apontam como mais 
promissoras as experiências de ensino que tem como ponto de partida as estratégias de resolução 
espontâneas e intuitivas, que desenvolvidas sob monitoramento da escola reorganizam-se como 
métodos formais. Entre estas, as que enfatizam as relações entre manipulação de materiais de 
contagem e interação verbal entre os alunos tendem a obter melhor êxito, pois, permitem a 
construção de uma ponte entre o significado conceitual e sua representação simbólica (Hiebert e 
Behr, 1988). A manutanção de um vínculo constante entre ação e representação é o caminho 
sugerido por Zunino (1995) para uma aprendizagem matemática com significado, tanto a 
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produção de notações próprias para representar suas estratégias quanto a interpretação das 
notações dos colegas e as já existentes, incluindo a convencional.  
Segundo Vergnaud (1988), símbolos e procedimentos não representam diretamente a 
realidade, mas de forma subjacente contém as propriedades e relações matemáticas presentes nas 
situações-problema vivenciadas pelos sujeitos. Em razão disto, o grau de complexidade que cada 
situação-problema adquire para o sujeito é variável e dependem de suas experiências, habilidades 
cognitivas e conhecimentos tanto conceituais quanto de procedimento. A interpretação e o peso 
de cada um dos fatores presentes no enunciado de um problema (estrutura matemática, contexto e 
características numéricas) dependem das condições do sujeito que pretende resolvê-lo. A 
formalização dos procedimentos de resolução a partir das diferentes abordagens e graus de 
dificuldade com que os sujeitos lidam com um mesmo problema exige a identificação e 
classificação das estratégias e representações adotadas. É a partir desta classificação que a escola 
pode traçar a filiação entre as concepções matemáticas primitivas e intuitivas e as mais 
elaboradas e formais, de modo a construir um modelo didático que enriqueça as propriedades dos 
invariantes, e aplique-os a um amplo leque de contextos e valores numéricos. Um modelo desta 
natureza desenvolve competências para uso imediato dos sujeitos e oferece uma base conceitual 
para o desenvolvimento de noções matemáticas mais complexas.  
A resolução de problemas é considerada por Case e Sandieson (1988) o principal foco do 
ensino escolar de matemática não somente como habilidade em si mesma, mas também pela sua 
potencialidade no desenvolvimento cognitivo dos sujeitos. Além de habilidades específicas este 
conteúdo permitiria o desenvolvimento de habilidades cognitivas gerais. Seu modelo didático, 
por esta razão, contempla estruturas conceituais capazes de aperfeiçoar tanto o pensamento 
matemático quanto o lógico-matemático, como o desenvolvimento da dimensão quantitativa. O 
conteúdo e o modelo didático proposto pelos autores pretende responder a questões importantes 
do ensino de matemática, como a divisão entre conhecimento conceitual e de procedimento e a 
definição do que seja um conhecimento matemático básico. Em seu modelo, a aprendizagem de 
conteúdos específicos tem como suporte as teorias de processamento de informação, e o processo 
geral de aprendizagem, a teoria piagetiana. 
Frente às dificuldades de aprendizagem do conteúdo de resolução de problemas, o modelo 
didático de Case e Sandieson (1988) propõe como intervenção didática sua recapitulação 
conceitual. A recapitulação inclui a retomada de sua aprendizagem desde os aspectos conceituais 
mais primitivos até o nível necessário para a série escolar em que os sujeitos se encontram. É 
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composta de sete passos: apresentação de situações-problema com nível conceitual equivalente 
ao que os sujeitos possuem; introdução de um elemento conceitual novo a cada tarefa para 
extensão ou modificação da concepção original; fornecimento de sistemas simbólicos que 
permitam a representação do elemento novo integrado ao esquema conceitual pré-existente; 
fornecimento de novas situações-problema para aplicação da estratégia recém organizada pelo 
sujeito; fornecimento de situações-problema em um número suficiente para que seja capaz de 
resolvê-las sem auxílio dos colegas ou do professor; retorno aos cinco primeiros passos até a 
passagem completa do sujeito a um nível conceitual superior ao que se encontrava; e retomada 
dos passos anteriores, a partir do segundo, enquanto o sujeito não demonstrar progressos em sua 
aprendizagem. 
Neste modelo, a introdução gradativa de algoritmos e representações simbólicas de maior 
precisão e rigor matemático a partir de estratégias informais diminuem as chances de uma 
aprendizagem cindida entre conceitos e procedimentos. Esta cisão, que torna os sujeitos 
incapazes de reconhecer as razões conceituais de seu uso ao manipulá-los, é somente impedida, 
segundo Wearne e Hiebert (1988), pelo uso competente dos símbolos matemáticos. Ao conter o 
significado das estratégias de resolução, as diferentes formas de representação simbólica, 
incluindo os sistemas de convenção, tornam-se instrumentos extremamente úteis para o domínio 
dos invariantes matemáticos. Favorável à obtenção desse domínio, o processo de análise 
estrutural implícito na tarefa de resolução de problemas permite aos sujeitos tomar consciência de 
seus conteúdos e processos mentais. Para Sinclair (1990 apud Greer, 1994) em decorrência da 
independência dos invariantes matemáticos em relação aos tipos de números envolvidos nos 
enunciados, a análise estrutural dos problemas pode ser realizada desde as primeiras séries 
escolares.  
De acordo com Wearne e Hiebert (1988), a integração do conhecimento conceitual e de 
procedimentos, resultante do processo de construção do sistema simbólico, depende do 
desenvolvimento de cinco fases facilmente inseridas em uma proposta didática para o ensino da 
matemática. A fase de conexão envolve a construção de uma ligação entre símbolos e referentes 
(objetos e situações que lhes dão significado); a fase de desenvolvimento refere-se à construção 
de correspondência entre as ações realizadas no mundo dos referentes e no dos símbolos. Durante 
estas duas primeiras fases, o valor das estratégias de resolução implementadas pelos sujeitos 
situa-se mais em sua conexão com os referentes do que em sua eficiência e utilização correta dos 
símbolos matemáticos. As três fases seguintes contemplam o sistema simbólico e as regras que se 
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destacam de seus referentes. A fase de elaboração envolve a extensão dos procedimentos 
aprendidos a outros contextos; a fase de rotinização envolve a memorização e prática dos 
procedimentos até sua automatização e recuperação com pequeno esforço mental; o processo de 
construção simbólica, propriamente dita, refere-se à integração dos procedimentos a sistemas 
simbólicos progressivamente mais abstratos.  
Em um experimento realizado com alunos de quarta, quinta e sexta séries elementares 
Wearne e Hiebert (1988) testaram o desenvolvimento das duas primeiras fases de seu modelo de 
simbolização. A resolução de problemas multiplicativos envolvendo número decimal, aprendida 
anteriormente por uma parte dos participantes, foi utilizada como conteúdo. O estudo 
desenvolveu-se em pequenos grupos, e, numa segunda etapa, nas próprias classes dos alunos. Um 
pré-teste antecedeu a intervenção, avaliada por um pós-teste seis semanas após sua realização. Os 
resultados evidenciaram forte correlação entre o uso de análise semântica dos enunciados e a 
correção das respostas dadas; e confirmaram a possibilidade dos alunos readquirirem 
procedimentos de resolução, baseados na análise semântica dos problemas, a partir de uma 
intervenção pedagógica específica. Os melhores resultados obtidos pelos alunos, que não haviam 
se submetido ao ensino formal do conteúdo, sugeriram aos autores a influência negativa do 
ensino escolar prévio sobre o desempenho dos que o vivenciaram.  
Os dados mostraram a difícil penetração dos processos semânticos sobre a aprendizagem 
dos alunos que vivenciaram um ensino com ênfase na sintaxe matemática. Os símbolos e regras 
rotinizadas foram capaz de dificultar ou impedir a assimilação de novas informações e a 
construção de novas abordagens sobre os conceitos e procedimentos. Para Wearne e Hiebert 
(1988), a ênfase em uma abordagem semântica da aprendizagem matemática permite um 
potencial maior de transferência dos procedimentos às novas situações-problema, pois, tornam-se 
ricos o suficiente para resolver a tarefa específica, e gerais o suficiente para serem transferidos 
aos novos contextos. Em uma aprendizagem semântica estão envolvidos aspectos figurativos, 
psicológicos, lingüísticos e propriamente matemáticos do processo de resolução de problemas. É 
a partir da integração destes quatro fatores que o conhecimento matemático se desenvolve em 
níveis cada vez mais complexos e ancorados um sobre o outro.  
A tomada consciência das estruturas matemáticas dos problemas multiplicativos foi o 
objetivo principal do estudo de Nescher (1988). Realizado com alunos de sexta série elementar, o 
experimento desenvolveu-se em pequenos grupos com utilização de dois modelos de análise dos 
problemas: a análise lingüística, de sua própria autoria, para identificação das proposições dos 
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enunciados, e a análise dimensional, elaborada por Vergnaud (1988), para organização de 
diagramas de resolução. Apenas 10% dos alunos, em sua grande maioria os considerados mais 
fracos em matemática, utilizaram os recursos de análise fornecidos pela pesquisadora. Nos 
problemas mais difíceis a análise dimensional foi considerada pelos próprios alunos o principal 
fator de seu sucesso. Os resultados do experimento confirmaram a hipótese da autora sobre a 
possibilidade de modificação das estratégias de resolução de problemas multiplicativos de alunos 
que receberam instrução formal sobre o conteúdo, por meio de intervenção pedagógica. Nesher 
(1988) concluiu, ainda, que a tomada de consciência da estrutura lingüística do problema permite 
aos sujeitos uma melhor compreensão de suas relações matemáticas.  
O processo de tomada de consciência foi também o foco do estudo de Whitin e Whitin 
(1998), que teve como ponto de partida o conhecimento informal dos alunos sobre o conteúdo 
ensinado. O experimento desenvolveu um modelo didático para o ensino de problemas 
multiplicativos à quarta série elementar e utilizou, como recurso principal, o registro escrito dos 
algoritmos elaborados pelos alunos. Aos alunos coube antecipar por escrito a resposta do 
problema, modelá-lo por meio da manipulação de materiais ou desenho, escolher o algoritmo 
adequado para a representação da situação, e comparar a antecipação feita com o resultado 
obtido. A realização da tarefa foi seguida de comparação da estratégia escolhida com as utilizadas 
anteriormente em outros problemas para identificação de similaridades e diferenças, discussão da 
estratégia escolhida, apreciação e julgamento por parte dos colegas, e testagem das estratégias de 
resolução apresentadas pelos colegas em novas situações-problema.  
Segundo Whitin e Whitin (1998), o registro escrito dos procedimentos de resolução 
permitiu o desenvolvimento de uma linguagem própria para a expressão do conhecimento e do 
fazer matemático de cada sujeito; o reconhecimento, criação e avaliação de formas alternativas de 
descrição de um mesmo procedimento; o acompanhamento pessoal da história das aquisições 
conceituais realizadas; e o desenvolvimento da capacidade de análise e julgamento da adequação 
e razoabilidade de suas respostas. Ao permitir ao sujeito esclarecer e refletir sobre seu 
pensamento e seu fazer matemático o registro escrito acabou por funcionar como uma ponte entre 
o algoritmo inventado e o algoritmo ensinado pela escola. Neste experimento, a confiança na 
capacidade dos sujeitos de resolverem as situações-problema com os seus próprios recursos foi 
uma de suas principais conquistas. 
Os registros escritos têm merecido a atenção de outro grupo de pesquisas voltado para 
ensino de formas de representação dos dados dos problemas multiplicativos que facilitem sua 
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compreensão e resolução. Sellke, D.; Behr, M. e Voelker, A. (1991), preocupados com a forte 
influência dos modelos intuitivos e espontâneos (descritos por Fischbein, E.; Deri, M.; Nello, M. 
e Merino, M., 1985) sobre o processo de resolução deste tipo de problemas, propõem sua 
neutralização por meio de estratégias instrucionais. Seu modelo instrucional é composto por uma 
tabela de dados, intermediária entre a representação verbal e a representação aritmética do 
problema, que permite aos sujeitos refletir sobre as relações matemáticas conhecidas e verificar 
sua adequação ou não à estrutura de um novo problema. Em alunos de sétima série elementar, 
intervenções pedagógicas com o uso deste tipo de representação promoveram um melhor 
desempenho na redação da sentença numérica e na solução aritmética de problemas 
multiplicativos. Shalin e Bee (1985 apud Greeno, 1987) desenvolveram um modelo de 
representação da estrutura semântica de problemas aditivos e multiplicativos para facilitação da 
escolha da estratégia de resolução. Este sistema foi considerado útil para a representação tanto de 
problemas simples com números inteiros e uma operação quanto de problemas com múltiplas 
operações e números racionais. 
Outros estudos têm procurado superar a ruptura entre conhecimento conceitual e 
algorítmico por meio da informatização. Nestes experimentos a relação é facilitada pela rigidez 
do enquadramento do ambiente computacional. São exemplos desta vertente os trabalhos de 
Nescher (1986 apud Kieren,1988) que, por meio da construção de micro-mundos, estabelecem 
conexões entre as ações dos sujeitos e a representação simbólica padrão. De Nunes, Light e 
Mason (1993 apud Nunes e Bryant, 1997) que desenvolvem a estruturação das relações lógicas 
do paralelogramo a partir da compreensão da área; bem como, os de Hoyles et al. (1992 apud 
Nunes e Bryant, 1997) que, através da imposição de um sistema de convenção facilitada pelo 
ambiente informatizado, amplia a aplicação do raciocínio multiplicativo aprendido anteriormente 
a novas situações-problema. 
De acordo com Semadeni (1984 apud Greer, 1994), a capacidade de manipulação de 
estruturas multiplicativas pode ser mais facilmente desenvolvida por meio das representações 
esquemáticas apresentadas no ambiente informatizado. Em um experimento realizado com alunos 
das quatro primeiras séries elementares que já haviam recebido instrução formal sobre o 
conteúdo, o autor desenvolveu um conjunto de intervenções utilizando o cruzamento de linhas 
como representação das relações multiplicativas. Esta forma de representação, ao estender ou 
comprimir as linhas desenhadas na tela, permitiu a coordenação e o incremento das duas 
seqüências numéricas envolvidas nas situações-problema. Uma melhor compreensão das 
  
84 
quantidades intensivas presentes nos problemas e a extensão das estruturas multiplicativas a 
novas situações foram os resultados obtidos por este tipo de simulação. 
Para Mangan (1989) e De Corte et al. (1994) a aplicação de modelos de resolução já 
aprendidos em novos problemas está diretamente relacionada à melhoria do desempenho dos 
sujeitos. Em um estudo com a sexta série, Hong (1995) mostra que o uso destes modelos permite 
aos sujeitos focalizarem as palavras-chaves dos enunciados e identificá-las mais rapidamente com 
os procedimentos de resolução que conhecem. Carpenter et al. (1993) constataram que a 
aplicação de modelos de resolução aprendidos é uma estratégia-padrão utilizada desde a pré-
escola. Segundo Rickard e Bourne (1996), entre as primeiras séries elementares a resolução de 
problemas multiplicativos com reprodução de modelos de resolução apresenta melhores 
resultados do que sua resolução sem o uso desta estratégia.  
O treinamento de procedimentos parece contribuir para sua automatização e maior rapidez 
de uso na resolução de problemas. Em um experimento com estudantes universitários, Lin (1989) 
e LeFevre, J.; Bisanz, J.; Daley, K e Buffone, L. (1996) mostram que a recuperação de modelos 
de resolução é uma estratégia favorável à obtenção de um desempenho mais rápido e satisfatório 
na resolução de problemas multiplicativos. Embora se mostrem incompletos, porque baseados na 
representação mental de problemas multiplicativos simples aprendidos na infância, estes modelos 
mantêm sua influência sobre a conduta dos adultos por meio da recuperação mnemônica. As 
resoluções são baseadas em recuperação de informações como “todo número multiplicado por 0 é 
igual a 0”, “adição repetida como 2x4=4+4”, “números em séries como 3x5=5,10,15” ou 
“equações como 6x7=(6x6)+6”. No estudo de LeFevre, J.; Bisanz, J.; Daley, K e Buffone, L. 
(1996) os sujeitos com rápida recuperação mnemônica resolveram os problemas baseados nestas 
informações, enquanto os sujeitos com recuperação lenta não puderam fazê-lo. 
Miller e Mercer (1993) desenvolveram um programa para o ensino de problemas 
multiplicativos a alunos do ensino fundamental com dificuldades de aprendizagem e idade entre 
sete e doze anos. O programa foi organizado em uma seqüência graduada de dificuldades: 
apresentados inicialmente na forma de palavras os enunciados evoluíram gradativamente para o 
uso de frases, sentenças e parágrafos contendo ou não informações irrelevantes para a resolução. 
Os resultados evidenciaram melhoria do desempenho dos sujeitos nos tipos de problemas 
treinados pelo programa. 
Leymone e Tremblay (1986) em seu experimento desenvolveram um conjunto de 
intervenções para o treinamento das habilidades de análise e interpretação das informações 
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contidas nos enunciados e freqüentemente utilizadas nos problemas multiplicativos. O trabalho 
foi realizado com alunos entre nove e doze anos de idade, organizados em pequenos grupos 
(quintetos). A análise semântica dos enunciados envolveu a identificação de suas informações 
contextuais, relacionais ou irrelevantes da questão solicitada. A tarefa foi realizada 
individualmente por meio de uma seqüência de atividades: identificação da situação-problema a 
ser resolvida, aplicação da transformação aritmética solicitada no enunciado, representação 
simbólica da situação-problema e da transformação realizada. Terminada a atividade individual 
as respostas foram explicadas ao grupo para discussão, distinção dos elementos similares e 
diferentes do problema em relação aos anteriormente analisados, e verificação da escolha 
adequada da operação aritmética. Os resultados mostraram acréscimo do número de acertos e 
concomitante decréscimo na escolha de operações aritméticas não correspondentes aos 
invariantes matemáticos contidos nos enunciados. Os problemas envolvendo proporção simples 
obtiveram o maior número de acertos tanto no grupo experimental, 76%, quanto no grupo 
controle, 42%. Dentre os grupos participantes, os de sexta série apresentaram os melhores 
resultados na tarefa de resolução de problemas, tanto em relação ao uso da linguagem oral (maior 
clareza e precisão na expressão do conteúdo), quanto na atividade de compreensão dos 
enunciados.  
Huinker (1992) investigou os efeitos de uma seqüência instrucional sobre o conceito de 
parte-todo sobre a habilidade de resolução de problemas multiplicativos com uma ou duas 
operações aritméticas. Realizado com alunos de quarta série fundamental, o experimento obteve 
um melhor desempenho dos sujeitos na resolução dos problemas e na habilidade de comunicar o 
raciocínio utilizado durante a execução da tarefa. Talton e Francis (1987) desenvolveram um 
modelo de tomada de decisão para a escolha do algoritmo adequado na resolução de problemas 
envolvendo as quatro operações aritméticas. São passos do modelo: definir a questão a ser 
respondida, modelar o problema por meio da manipulação de objetos de contagem, analisar as 
ações que podem ser realizadas para responder a questão e, por último, decidir qual a melhor 
estratégia de resolução a ser utilizada. Os autores obtiveram resultados satisfatórios com o uso do 
modelo de tomada de decisão desde o ensino pré-escolar até a última série do ensino 
fundamental. 
Integrando resultados de estudos comparativos entre especialistas e novatos em domínios 
específicos do conhecimento, Silver (1987) discutiu algumas formas de maximizar o ensino 
formal de matemática. A aprendizagem de problemas-tipo e sua aplicação em novas situações 
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com estrutura matemática similar foram os caminhos mais promissores apontados pelo autor. Por 
meio da representação mental deste tipo de problemas seria facilitada a transferência de conceitos 
e procedimentos matemáticos a novas situações. Em contrapartida, os problemas não-triviais e os 
contra-exemplos, ao não permitirem a aplicação não refletida de conceitos e procedimentos 
aprendidos, seriam capazes de neutralizar o caráter limitador da aprendizagem dos problemas-
tipo. Com o objetivo de enriquecer o repertório conceitual e de procedimentos dos alunos, foi 
sugerida, pelo autor, a demonstração das estratégias de resolução desenvolvidas pelos professores 
por meio de diferentes formas de modelagem e representação (materiais de contagem, desenhos, 
diagramas ou modelos gráficos) capazes de explicitar o quê e o porquê do processo adotado.  
Presentes em alguns dos trabalhos relatados acima, aspectos relacionados ao caráter 
construtivo da aprendizagem de problemas multiplicativos puderam ser indicados como 
referência para a organização da intervenção psicopedagógica implementada nesta pesquisa. 
Aspectos como continuidade entre conhecimento matemático informal e formal, análise e 
comparação da estrutura matemática dos problemas, explicitação dos invariantes matemáticos por 
meio de simbolização lingüística ou extralingüística e tomada de consciência dos processos 
mentais utilizados pelo sujeitos na resolução dos problemas foram considerados extremamente 
relevantes para esta organização. Específicos da aprendizagem de problemas multiplicativos os 
elementos apresentados neste tópico foram integrados no capítulo seguinte às características 
gerais da aprendizagem, tem como foco a abordagem construtivista do conhecimento, adotada no 
presente experimento.  
 
 
1.2 ENSINO, APRENDIZAGEM E DESENVOLVIMENTO 
 
Diferentes estudos têm caracterizado as concepções de ensino e de aprendizagem escolar 
presentes na prática cotidiana. Becker (1993) identifica um movimento de polarização das 
relações pedagógicas cotidianas em três direções: professor, aluno e relação professor-aluno. 
Uma pedagogia centrada no professor, sustentada teoricamente pelo associacionismo, 
behaviorismo e neobehaviorismo valoriza a transmissão do conhecimento para um aluno 
concebido como uma tabula rasa. Esta pedagogia pressupõe uma visão empirista que “tende a 
considerar a experiência como algo que se impõe por si mesmo, como se ela fosse impressa 
diretamente no organismo sem que uma atividade do sujeito fosse necessária à sua constituição” 
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(Piaget apud Becker, 1998, p.13). Sustentando-se teoricamente no apriorismo inatista ou 
maturacionista, a pedagogia centrada no aluno lhe atribui qualidades que muitas vezes ainda não 
possui, como o domínio de certas áreas de conhecimento e a capacidade de abstração. 
 A pedagogia centrada nas relações entre professor e aluno pressupõe a construção do 
conhecimento a partir de uma interação imprevisível dos sujeitos do processo ensino-
aprendizagem. Esta é uma pedagogia sustentada teoricamente pelo interacionismo de tipo 
construtivista. Para o autor, os pressupostos teórico-metodológicos da psicologia genética 
permitem a superação dialética das duas primeiras posições ao resgatar a importância da 
experiência de vida e da capacidade do sujeito de construir conhecimento, bem como do 
conteúdo e da autoridade do professor. 
De uma perspectiva psicogenética a aprendizagem constitui um processo de adaptação 
cognitiva que envolve respostas do sujeito a um conjunto de estímulos. Estas respostas são 
produto da interação entre o sujeito e o meio e atende a leis de organização interna da ação, 
relativamente independentes das leis do objeto a ser conhecido. Os conhecimentos aprendidos são 
determinados pelas necessidades lógicas do sistema cognitivo dos sujeitos cuja estrutura 
determina seu aspecto cognitivo, enquanto a dinâmica determina seu aspecto afetivo (Piaget e 
Gréco, 1974). 
A adaptação cognitiva envolve dois processos que tendem constantemente ao equilíbrio: 
assimilação e acomodação. O processo de assimilação consiste em introduzir nos objetos o 
sistema de significados existentes na organização cognitiva a fim de compreendê-los a partir 
deste quadro interpretativo. O processo de acomodação ajusta a organização cognitiva ao meio 
modificando os esquemas com o fim de facilitar suas ações assimilativas. O progresso cognitivo é 
decorrente da extensão das ações acomodativas a aspectos novos e diferentes do meio, bem como 
das ações assimilativas, que mesmo na ausência de estimulação ambiental, promovem uma 
constante reorganização interna dos sistemas de significados e sua integração a outros sistemas já 
existentes.  
Piaget e Gréco (1974) distinguem dois tipos de aprendizagem. A aprendizagem no sentido 
amplo, também denominada desenvolvimento, tem sua origem nos processos biológicos 
fundamentais e refere-se à construção da totalidade das estruturas de conhecimento. O 
desenvolvimento é espontâneo, independente da experiência e resulta da combinação de 
processos de aprendizagem restrita e processos dedutivos, característicos da equilibração 
cognitiva. São fatores do desenvolvimento a maturação, a experiência física e lógico-matemática 
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do sujeito com os objetos, a transmissão social e a equilibração. A aprendizagem no sentido 
estrito é provocada por situações externas e limita-se à solução de um problema específico. 
Depende da equilibração anterior do sistema, pois, a construção de conteúdos supõe a 
intermediação de uma forma. As formas, porém, são construídas durante os enriquecimentos de 
conteúdo promovidos pela aprendizagem. 
A aprendizagem é sempre função de uma estrutura, pois, um objeto de conhecimento 
constitui-se realmente em um significante somente se assimilado por uma estrutura, ou seja, se 
lhe for atribuído um significado a partir dos esquemas prévios do sistema. De outro lado, a 
construção de significados implica uma acomodação, isto é, em um enriquecimento e maior 
interconexão desses esquemas prévios, e portanto, modificação da forma. A continuidade e a 
conexão entre desenvolvimento e aprendizagem são testemunhadas pelo próprio processo de 
equilibração cognitiva (Piaget, 1964).  
A equilibração caracteriza-se pela passagem de estados de equilíbrio aproximado a outros 
qualitativamente superiores através de movimentos contínuos de desequilíbrio e reequilibração. 
Tais movimentos são intermediados pelas regulações que representam aspectos construtivos 
importantes para o sistema cognitivo (Piaget, 1977). Quando ativas, as regulações implicam em 
escolhas por parte do sujeito e em mudanças de meios para a realização de suas ações. A partir 
dos resultados da ação o sujeito se apropria de seus mecanismos, e ao dar-se conta de como age 
“torna-se capaz de refazer sua ação, corrigindo seus rumos, eliminando trajetos desnecessários 
ou criando trajetos novos e dirigindo-a para novos objetivos, etc.” (Becker, 1999, p.17).  
A tomada de consciência presente nas regulações ativas permite a passagem de uma ação 
de primeiro grau para uma ação de segundo, cujo objetivo é a compreensão da própria ação e não 
mais apenas o seu êxito. Para isto, das ações de primeiro grau são abstraídas coordenações que 
reorganizadas em um patamar superior por de meio de abstração reflexiva incidem sobre as novas 
ações de primeiro grau, modificando-as. Estas modificações são possíveis em razão da 
transformação do patamar superior alcançado em regulador do sistema que passa a exercer sua 
orientação sobre o nível inferior. É o papel regulador exercido pelo sistema como totalidade que 
permite a constituição de um processo de auto-regulação cognitiva. A auto-regulação se 
caracteriza pelo jogo de diferenciações e integrações sucessivas e indefinidas de esquemas, 
subsistemas e sistemas.  
Apoiando-se na psicologia genética, Sisto (1997) introduz o conceito de construções 
mediadoras intrínsecas para uma melhor compreensão das relações entre aprendizagem e 
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desenvolvimento. As construções mediadoras intrínsecas apresentam-se como construções 
cognitivas de origem predominantemente endógena. O desequilíbrio desencadeado pela 
aprendizagem, em decorrência da integração de uma nova formação ou criação cognitiva no 
sistema, é capaz de produzir movimentos cognitivos. Eles são conseqüência da extensão da 
perturbação local de um conteúdo para outros, seja de forma crescente, flutuante ou estagnada. 
Estes movimentos produzem construções mediadoras intrínsecas, na medida em que as funções e 
mecanismos existentes não são suficientes para restabelecer o equilíbrio cognitivo, e o 
desequilíbrio se expande ao restante do sistema. 
Os movimentos cognitivos são capazes de mudar não somente o curso, mas também o 
ritmo do desenvolvimento. Assim, uma aprendizagem considerada uma adaptação local pode 
produzir mudanças cognitivas em termos de desenvolvimento, pois, uma resposta acomodativa 
do sistema a uma circunstância do ambiente o ciclo anterior pode ou não recuperar o equilíbrio. 
Uma vez não recuperado o equilíbrio anterior, o sistema mantém sua resposta acomodativa por 
meio das construções mediadoras intrínsecas. Nem sempre, contudo, as aprendizagens são 
capazes de gerar movimentos cognitivos. Em alguns casos as aprendizagens são necessárias em 
razão de uma circunstância ambiental, mas não são desejáveis em termos de equilíbrio do sistema 
tendo reduzido, então, seu campo de influência. 
Sisto (1997) constata que as mudanças para melhor são encontradas nos sistemas que 
mostram maior sensibilidade cognitiva às perturbações do meio, reagindo em maior extensão de 
conteúdos. Isto significa que quanto maior a extensão dos movimentos cognitivos, melhor a 
qualidade das mudanças que podem ocorrer e se estabilizar no sistema. Para o autor, esta 
transformação de forças quantitativas (intensidade dos movimentos cognitivos) em um sistema 
qualitativo (categorias dos movimentos) é gerenciada por um processo de auto-regulação 
específico da aprendizagem. Tais resultados mostram, de um lado, a imprevisibilidade das 
aprendizagens e das construções mediadoras intrínsecas, e de outro, os limites das mudanças no 
sistema cognitivo. 
 Tomando como referência a teoria do processamento da informação e a teoria piagetiana, 
Case e Sandieson (1988) discutem a possibilidade de ocorrência de ganhos cognitivos em 
conteúdos não diretamente relacionados à aprendizagem geradora dos movimentos do sistema. 
Distinguem três graus de proximidade destes movimentos em relação ao conteúdo, foco da 
aprendizagem: muito próximos, intermediários e remotos. Para os autores, a imprevisibilidade 
das áreas atingidas e do grau de mudança que a aprendizagem de um conteúdo pode provocar no 
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sistema cognitivo dos sujeitos parece responder ao problema da transferência de aprendizagem, 
ainda uma questão em aberto para grande parte dos educadores14.  
A plasticidade adaptativa do sistema implica certa independência do processo de auto-
regulação em relação ao desenvolvimento, e torna aceitáveis modificações impostas pelo 
ambiente que não seguem o padrão do equilíbrio anterior. A flexibilidade seletiva do sistema 
permite que a aprendizagem de um conteúdo possa interferir na construção de outros, enquanto o 
limite das mudanças que pode produzir é rompido pela própria estabilidade dos movimentos 
cognitivos já produzidos. Quanto maior a estabilidade adquirida pelo sistema, maior quantidade 
de mudanças é capaz de gerar e maior a extensão de sua atuação no ambiente exógeno. 
Aprendizagem e desenvolvimento podem ser considerados dois pólos de um mesmo continuum 
em constante relação e intercâmbio, pois, são interligados pelas construções mediadoras 
intrínsecas e gerenciados pela auto-regulação do sistema. 
Sujeitos em diferentes pontos de partida no processo de aprendizagem podem chegar, ao 
final de um processo de intervenção, a pontos diferentes e imprevisíveis de desenvolvimento 
revelando a existência de uma não-linearidade do sistema cognitivo. A não-linearidade é 
caracterizada pela impossibilidade de antecipação da tendência dos movimentos cognitivos dos 
sujeitos frente aos desequilíbrios oferecidos pelo meio externo, uma vez que desenvolvimentos 
maturacionais e ecossistemas parecidos podem apresentar respostas diferentes em decorrência de 
sensibilidades diferentes a estes. O sujeito cognoscente a partir dos elementos desequilibradores 
do meio pode realizar o processo de adaptação por meio de desenvolvimento, de construções 
mediadoras intrínsecas ou de aprendizagem.  
Conteúdos em diferentes níveis de construção convivem no sistema sem indicação de 
quais são necessários para produzir mudanças evolutivas. Quando o sistema faz opção pela 
aprendizagem a adaptação realiza-se na forma de “aprendizagem tópica, circunstancial, 
circunscrita historicamente, que tem como função resolver um problema específico para dar 
continuidade a um relacionamento equilibrado (do sistema) com o ambiente” (Sisto, 1997, p.11). 
Diferentemente das construções mediadoras intrínsecas a aprendizagem implica reconstrução 
endógena de uma área de perturbação temporal e específica para a resolução de um problema. 
Esta aprendizagem por intervenção do processo de auto-regulação pode ou não ampliar sua 
                                                          
14 A transferência de aprendizagem no campo da resolução de problemas é discutida no tópico “Resolução de 
problemas matemátcos” deste capítulo. 
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influência sobre outros conteúdos produzindo perturbações construtivas na forma de construções 
mediadoras intrínsecas, ambas matérias-primas para o desenvolvimento.  
Na concepção do autor são duas as formas de construção do sistema: reestruturação, que 
se refere à mudança de nível de desenvolvimento, e reconstrução, que se refere às mudanças 
ocorridas nos conteúdos do sistema, isto é, à aprendizagem. As reconstruções promovidas pelas 
regulações permitem uma adequação suficiente do sistema ao meio, de modo que a cada 
novidade aprendida ele não sofra modificações em seus níveis mais profundos. Um novo 
conteúdo pode ser aprendido sem que o desenvolvimento tenha ocorrido e sem necessidade de 
que venha a ocorrer. Por outro lado, a integração desta aprendizagem depende de suas 
necessidades e de sua opção naquele determinado momento. A flexibilidade das regulações e a 
plasticidade das zonas de contato do sistema com o ambiente permitem reações do sujeito às 
perturbações sem que, necessariamente, seu produto atue profundamente ou perdure no sistema 
durante um tempo prolongado. Por constituir-se em um nível superficial de contato com o 
ambiente a aprendizagem não está submetida ao desenvolvimento precedente e responde às 
perturbações exógenas com variadas formas de adaptação.  
São os esquemas de procedimentos, estreitamente relacionados à aprendizagem, os 
responsáveis pela adaptação do sistema às perturbações do meio. A reconstrução cognitiva 
produzida pela aprendizagem envolve a construção de procedimentos cuja pluralidade e 
diversidade constitui a fonte das variações adaptativas do sistema. São produtos destas variações 
adaptativas as diferentes alternativas de solução que o sujeito cria para resolver as situações-
problema advindas de seu contato com o meio. Em razão disso, os procedimentos apresentam 
características bastante diferenciadas das estruturas cognitivas. Por visarem atingir um fim ou 
realizar uma ação com êxito sua construção está sempre vinculada a um contexto determinado, 
constituindo-se em esquemas transitórios e pouco generalizáveis. Organizam-se em uma sucessão 
temporal, encadeiam-se de acordo com a significação da tarefa que está sendo realizada, 
multiplicam-se, diversificam-se e substituem-se mutuamente em função das necessidades da 
tarefa e do sistema cognitivo. Segundo Dorneles (1998, p.21), os procedimentos “efetuam 
transformações ou utilizam-nas com vistas a alcançar” objetivos definidos “funcionando como 
procedimentos temporais”, enquanto as estruturas cognitivas “agrupam as transformações para 
delas retirar as conexões” capazes de formar um “sistema de conjunto intemporal”.  
Os procedimentos asseguram a inovação das estruturas a partir da invenção e da 
descoberta que caracterizam sua construção. Desta construção fazem parte, segundo Inhelder e 
  
92 
Cellérier (1996), um sistema de significações e de valores relativos à situação-problema 
enfrentada. A busca de solução para um problema tem a escolha dos meios precedida e 
determinada pela elaboração de uma representação da situação. De um ponto de vista funcional, 
esta representação é não somente permeada de significações atribuídas à situação como também 
de intenções e valores em relação ao fim que o sujeito quer atingir. É este conjunto de elementos 
que orienta suas observações sobre os objetos, e as antecipações e hipóteses que organiza sobre a 
execução e o produto de suas ações. Conforme as autoras, o julgamento e as predições do sujeito 
sobre as modificações introduzidas nos objetos de conhecimento são efeito do mecanismo de 
controle do sistema por confrontação e acomodação deste à realidade externa. 
Embora de caráter transitório os procedimentos, do mesmo modo que as estruturas, 
formam um sistema, desligado parcialmente do contexto em que foram efetivados. De uma 
perspectiva funcional os dois sistemas são complementares e possuem funções cognitivas 
diferenciadas. O sistema de esquemas presentativos serve para a compreensão da realidade, 
enquanto o sistema de procedimentos visa o êxito do sujeito em todas as atividades, desde as 
mais simples até as mais complexas como a resolução de problemas. Segundo Inhelder e 
Cellérier (1996), são os procedimentos bem-sucedidos, capazes de tornar-se mais estáveis e 
generalizáveis que outros em novos contextos, os elementos fundamentais para a constituição 
deste sistema. Os procedimentos formam um sistema coordenando-se entre si por meio de um 
processo de correspondências e transferências de métodos. Neste processo, ao se constituírem  
métodos bem-sucedidos, procedimentos novos são formados e disponibilizados no sistema. Os 
resultados de suas pesquisas sobre o processo de descoberta realizado pela criança durante a 
tarefa de resolução de problemas autorizam as autoras a ressaltar a fecundidade dos esquemas de 
procedimentos, em contraposição ao caráter organizador e estruturante dos esquemas 
presentativos. 
Concebida como uma reconstrução cognitiva dependente, mas não determinada pelo 
desenvolvimento, a aprendizagem permite uma compreensão do processo de resolução de 
problemas extremamente relevante para a organização de intervenções escolares com abordagem 
construtivista. Uma maior quantidade de desenvolvimento não determina maior aprendizagem, 
embora, menor quantidade de desenvolvimento possa determinar menor aprendizagem decorrente 
de menor sensibilidade do sistema às perturbações do meio. Do mesmo modo, a intervenção do 
ambiente não é capaz de definir isoladamente a quantidade de aprendizagem que o sujeito é capaz 
de realizar, em última instância, determinada pela opção do sistema cognitivo.  
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Do ponto de vista escolar, a imprevisibilidade da aprendizagem permite pensar-se menos 
nos pré-requisitos do ensino dos conteúdos, e mais na maneira como os sujeitos são  capazes de 
aprendê-lo. Concebida como um processo adaptativo, a aprendizagem prevê um lugar 
privilegiado para o processo de resolução de problemas. Originado deste deste processo, o 
contato do sistema com o meio oferece a possibilidade de modificação dos esquemas 
presentativos e de procedimentos dos sujeitos. Isto porque na busca de soluções o sujeito realiza 
um processo de aproximações sucessivas do objeto de conhecimento que comporta novas 
construções. Nas palavras do prof. Ruiz (comunicação pessoal) um problema “é algo que 
desafia, que exige que o sujeito pense e prove, é algo que cobra inferências,  novas  correções de 
percurso, novas regulações, exige a criação de representações” que constituem mudanças 
cognitivas.  
Uma aprendizagem de tal ordem escapa da mera aquisição de conhecimento para 
converter-se em reconstrução cognitiva, isto é, produto e processo em que o sujeito não somente 
modifica a quantidade e a qualidade da informação que possui, mas também suas possibilidades 
pessoais de continuar aprendendo. Embora determinada pelo desenvolvimento, a ação (físico-
motora, sensório-perceptiva, simbólica ou operatória) é modificada pela aprendizagem que é 
capaz de orientá-la para um nível cognitivamente superior. Essas considerações são 
extremamente promissoras, tanto do ponto de vista da heurística da teoria piagetiana quanto do 
aperfeiçoamento de uma pedagogia construtivista. Neste caso, os elementos envolvidos no 
processo de adaptação cognitiva tornam-se uma questão central e evidenciam um grande 
potencial de construção a ser obtido por meio da atividade de ensino e de aprendizagem escolar.  
Tendo em vista as peculiaridades do conteúdo de resolução de problemas, foco desta 
pesquisa, cabe à escola a organização de um processo de ensino que atenda suas demandas e às 
necessidades intelectuais e sociais dos alunos. Segundo Echeverría (1998), quanto maior a 
novidade conceitual implícita em um problema matemático maior é a necessidade de ajuda do 
aluno na elaboração de sua resolução. Seu ensino exige um estudo das diferentes classes de 
problemas, dos diferentes procedimentos de resolução, de suas dificuldades e das diferentes 
formas de representa-los simbólicamente. Alguns estudos (Lerner, 1996; Castorina, 1996; 
Vergnaud, 1991) têm demonstrado que a complexidade e particularidade do processo de 
conceitualização matemática exigem uma abordagem didática específica para cada campo 
conceitual. Por essa razão, a constituição de uma psicopedagogia especial que envolva ao mesmo 
tempo os aspectos psicológicos e didáticos desta aprendizagem tem sido sua proposta. A 
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intervenção desenvolvida nesta pesquisa procurou trilhar este novo caminho do ensino de 
matemática, cujos pressupostos teórico-metodológicos são abordados no tópico seguinte.  
 
 
1.3 INTERVENÇÃO PSICOPEDAGÓGICA  
 
Estudos como os de Vergnaud (1991) e Nunes e Bryant (1997), ao apresentar estratégias 
de resolução de problemas matemáticos e formas de prevenir dificuldades de aprendizagem nesta 
tarefa, abrem algumas perspectivas metodológicas para a melhoria da qualidade de ensino deste 
conteúdo. Uma mudança desta ordem impõe, como primeiro passo, modificações na concepção 
do professor sobre o conhecimento matemático e sua aprendizagem. Trata-se de colocar em 
questão sua concepção sobre a natureza do conhecimento matemático e das tarefas escolares, os 
objetivos educacionais básicos para esta área de conhecimento, e os instrumentos e técnicas de 
ensino capazes de facilitar sua aprendizagem. 
Respostas a estas questões podem ser fornecidas por uma intervenção de caráter 
psicopedagógico que se proponha a integrar os aspectos cognitivos e matemáticos da 
aprendizagem de problemas multiplicativos. Tal empreendimento exige compreensão da natureza 
destes conhecimentos e de sua forma de aquisição na instituição escolar15. A efetivação ou não da 
aprendizagem, bem como os erros e acertos dos sujeitos, desta perspectiva, não estão estritamente 
relacionados às noções matemáticas em si, pois, dependem da natureza das tarefas propostas pela 
escola e da maneira como os sujeitos reagem a estas através de seus procedimentos. 
Segundo Kaput e West (1994), os procedimentos de resolução estão vinculados a 
variáveis do sujeito como suas habilidades de compreensão, bem como a variáveis da tarefa como 
a estrutura semântica e numérica do problema. Para Vergnaud (1991) os procedimentos estão 
profundamente enraizados na forma como o sujeito representa simbolicamente o problema, e é 
esta representação que permite a percepção das relações e transformações matemáticas contidas 
na tarefa. A representação não se reduz à noção de símbolo ou de signo e implica a presença de 
um conceito matemático subjacente. De um ponto de vista construtivista, isto significa que as 
representações estão diretamente relacionadas aos esquemas presentativos e ao tipo de interação 
que o sujeito estabelece com os objetos de conhecimento.  
                                                          
15 Características da aprendizagem e do desenvolvimento desses conteúdos são desenvolvidas nos tópicos 1.1 e 1.2 
deste capítulo e retomados aqui em razão de sua importância para a organização de uma intervenção psicopedagógica 
na escola.  
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É a partir desta interação que a rede de noções, relações e sistemas que constituem a 
disciplina de matemática é apreendida pelo sujeito. Cabe lembrar que, exatamente pelo fato de 
constituir-se uma rede conceitual, a matemática permite a aquisição simultânea de noções 
relativamente independentes entre si. Tal condição acaba por determinar um controle, também 
apenas parcial, do professor sobre a aprendizagem do aluno, o que implica o redimensionamento 
do papel da própria escola no ensino de matemática. Respondendo a essa demanda uma 
abordagem psicopedagógica do ensino vem sendo considerada, por alguns autores como 
Vergnaud (1991), a mais adequada para atender as especificidades e dificuldades deste campo de 
conhecimento e de sua aprendizagem na instituição escolar.  
Estudando as abordagens psicopedagógicas predominantes na educação brasileira sobre a 
aprendizagem, Sisto (1996) destaca três grandes correntes teóricas: psicanalítica, associacionista 
e construtivista. A orientação psicanalítica da psicopedagogia pressupõe que as dificuldades de 
aprendizagem estão ligadas a problemas emocionais como conseqüência de uma relação de causa 
e efeito entre desenvolvimento emocional e aprendizagem. A orientação associacionista da 
psicopedagogia pressupõe que as dificuldades de aprendizagem são decorrentes de aspectos 
externos ao sujeito, como a forma de transmissão e características do conteúdo em si mesmo. A 
matéria-prima desta concepção é o próprio conteúdo e baseia-se na linearidade de sua formação, 
no acréscimo do conteúdo já adquirido e na dependência do conteúdo novo em relação ao 
anterior. A aprendizagem é pensada em termos do estabelecimento de pré-requisitos rígidos que 
determinam a seqüência e a relação dos conteúdos entre si. Como lembra Sisto (1996), as duas 
orientações apresentam explicações parciais do processo de aprendizagem.  
A orientação construtivista da psicopedagogia propõe um modelo explicativo do 
funcionamento cognitivo que diferencia e distancia significativamente sua concepção de 
aprendizagem das demais. Neste modelo a relação entre os elementos endógenos e exógenos da 
aprendizagem e do desenvolvimento é contínua e necessária. Aprendizagem e desenvolvimento 
são considerados produtos da construção cognitiva e envolvem formas e conteúdos. As formas 
são produto do desenvolvimento e possibilitam a assimilação das relações contidas nos objetos de 
conhecimento e acomodação das estruturas cognitivas às novas relações descobertas nestes 
objetos. Os conteúdos constituem as próprias relações construídas a partir dos objetos de 
conhecimento e são internalizados em função de uma rede de significados que constituem o 
sistema cognitivo do sujeito. Não há determinação de pré-requisitos entre os conteúdos e 
diferentes formas podem ser aplicadas a uma mesma área ou a áreas diferentes de conteúdos, 
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ocasionando defasagens cognitivas. Estas defasagens permitem que o sujeito aprenda um mesmo 
conteúdo em níveis diferentes ou diferentes conteúdos em um mesmo nível, pois, a aprendizagem 
ocorre a partir do nível de pensamento em que o sujeito se encontra em cada conteúdo, em 
particular (Sisto, 1996). 
A abordagem construtivista do processo ensino-aprendizagem não é uniforme e pode ser 
dividida em dois grandes grupos. O primeiro grupo inclui as experiências pedagógicas realizadas 
a partir de uma concepção aplicacionista da psicologia genética. Do segundo grupo fazem parte 
as experiências que utilizam a psicologia genética como ciência de referência inserindo-a em 
“uma problemática e em um conjunto de questões que exigem um corpo teórico original”, como 
é o caso da didática da matemática (Brun apud Lerner, 1996, p.88). A posição aplicacionista 
considera possível a conversão direta da psicologia genética na prática de sala de aula e tem, 
como conseqüência, sérias distorções teóricas. A conversão do desenvolvimento operatório em 
objetivo principal da educação escolar, a crença na suficiência do desenvolvimento operatório 
para obtenção de sucesso na aprendizagem de qualquer domínio de conhecimento, a ênfase no 
ensino de mecanismos operacionais do funcionamento cognitivo e, principalmente, o menosprezo 
pelo ensino dos conteúdos escolares são algumas destas distorções.  
A segunda posição (Piaget apud Lerner, 1996) defende a necessidade de constituição de 
uma disciplina especializada nos problemas particulares do processo ensino-aprendizagem. É 
considerada necessária uma pedagogia experimental que constitua uma ciência com objeto de 
estudo próprio e independente da psicologia e das demais ciências. Propõe um campo de 
conhecimento particular que trate dos métodos de ensino de cada disciplina, essencial para uma 
compreensão adequada, por parte do professor, das noções que vai ensinar e das relações deste 
conteúdo com as ações dos alunos. A insuficiência de uma psicopedagogia de caráter geral para 
cumprir este papel tem levado alguns pesquisadores a propor a constituição de psicopedagogias 
específicas, como Vergnaud (1991) o fez em relação ao campo de conhecimento da matemática.  
Grupos de estudo de vários países, organizados em torno de uma visão psicopedagógica e 
construtivista do ensino da matemática, têm retomado a função dos conteúdos escolares como 
eixo principal da atividade escolar. Para estes grupos a escola tem como função comunicar às 
novas gerações saberes socialmente produzidos que não devem se constituir, porém, simples 
conjuntos de informações e, sim, sistemas abrangentes de interpretação, explicação e predição da 
realidade. O domínio destes sistemas teóricos implica a apreensão de sua lógica interna e do 
modelo de relações que os constituem como disciplinas científicas (Pérez Gómez apud Lerner, 
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1996). Situações capazes de provocar conflito intelectual e de incentivar o sujeito a pensar sobre 
outros pontos de vista, levando-o a defender ou provar sua idéia, podem influenciar 
positivamente na construção destes sistemas. Esta possibilidade se deve à coordenação de 
opiniões suscitada pelo conflito que ao mobilizar a inteligência e a totalidade dos conhecimentos 
já adquiridos pode levá-lo à construção de um conhecimento de nível superior (Kamii, 1986).  
Situações-problema capazes de promover uma atividade organizadora e estruturadora da 
realidade são fundamentais na escola, pois, é delas que depende o caráter estruturante da 
atividade do aluno e a ocorrência de um impacto maior ou menor do aprendizado escolar sobre 
sua organização cognitiva (Castorina, 1996; Coll, 1999). Desta perspectiva, a aprendizagem de 
um conteúdo específico não se limita ao conteúdo em questão e envolve um processo mais amplo 
de criação de possíveis, pois, frente a uma situação-problema o sistema cognitivo “cria, 
espontânea e naturalmente, alternativas de solução para esta situação”. Entre as soluções 
criadas, a resposta comunicada pelo sujeito é a considerada por seu sistema a alternativa com 
maior probabilidade de ser correta (Sisto, 1996, p.56).  
De outro lado, a possibilidade de extensão da perturbação local, originada por uma 
aprendizagem, a outros conteúdos permite a ocorrência de mudanças em áreas imprevisíveis do 
sistema cognitivo. Segundo Wearne e Hiebert (1988), a avaliação dos efeitos das intervenções 
didáticas realizadas no ensino elementar devem levar em conta a extensão das mudanças 
provocadas pela aprendizagem. Em seu experimento, Case e Sandieson (1988) constataram a 
ocorrência de movimentos cognitivos em áreas não diretamente relacionadas ao conteúdo 
ensinado (dimensão quantitativa do real) com ampliação do leque de conteúdos nos quais a 
intervenção provocou ganhos cognitivos16.  
Ao permitir que o aluno pense e fale organizadamente sobre a resposta dada a uma 
situação-problema a escola promove não somente a tomada de consciência sobre suas ações e 
operações, como também a busca de novas alternativas de solução a partir desta reflexão. O 
processo de resolução de situações-problema necessariamente desequilibra o sistema cognitivo e 
na busca da reequilibração o sistema produz conhecimento. O sujeito realiza a aprendizagem ao 
criar “alternativas e instrumentos intelectuais necessários para atuar na situação em questão”. 
E, enquanto aprende, o sistema cognitivo constrói “novas formas de interpretar a realidade” 
(Sisto, 1996, p.60).  
                                                          
16 Os estudos de Wearne e Hiebert (1988) e Case e Sandieson (1988) estão descritos no tópico “Resolução de 
proproblemas multiplcativos” deste capítulo.  
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Tomando como referência o conceito de aprendizagem como construção de 
conhecimentos cabe refletir se e como este processo pode ser facilitado pela instituição escolar. 
Como “fazer com que os alunos passem de um estado de menor conhecimento a um estado de 
maior conhecimento com relação a cada um dos conteúdos ensinados na escola” é para Lerner 
(1996, p.90) a pergunta-chave de uma didática construtivista. Uma resposta possível para esta 
questão é fornecida por Nunes e Bryant (1997), para quem o ponto de partida do trabalho escolar 
na disciplina de matemática deve ser o reconhecimento e o tratamento didático das experiências 
adquiridas fora da escola. Estas experiências precoces marcam o começo da compreensão dos 
conceitos matemáticos e constituem o primeiro passo da aprendizagem do sujeito, facilitada ou 
dificultada nos passos seguintes pela atuação da escola. Desta depende a escolha das situações 
oferecidas à criança para ampliação e sistematização dos conceitos aprendidos informalmente por 
meio da transmissão dos sistemas convencionais.  
Para Nunes e Bryant (1997) o domínio de sistemas de representação matemática, 
incluindo os convencionais, promove o desenvolvimento conceitual ao estabelecer um ponto de 
ligação entre as relações lógicas que o sujeito já construiu e as novas, que ainda estão sendo 
construídas. Este ponto de vista, embora apontado como ainda especulativo em função do número 
reduzido de pesquisas feitas nesta direção, é considerado de extrema relevância para a 
aprendizagem da matemática. Neste âmbito, é considerado objetivo do ensino da aritmética a 
matematização das situações do cotidiano dos sujeitos a partir do relacionamento dos aspectos da 
realidade às estruturas matemáticas. Dentro de um processo de formalização dos saberes 
informais dos sujeitos, a matematização implica a explicitação dos princípios matemáticos 
presentes nas situações-problema, identificados e representados pelos sujeitos por meio dos 
sistemas de convenção. 
Para Miras (1999), os conhecimentos prévios são fundamentais para a aprendizagem 
escolar. Quantidades, níveis e tipos variados de conhecimento como informações, experiências, 
atitudes, normas, valores, teorias e procedimentos fazem parte desses conhecimentos. Uma 
aprendizagem construtiva implica, a partir da mobilização dos conhecimentos prévios, 
incorporação de significados e representações do novo conteúdo à estrutura mental do sujeito. A 
forma como se dá esta incorporação depende do nível de organização e coerência interna dos 
conhecimentos anteriores, e das relações que são capazes de estabelecer com o novo conteúdo. 
Conhecimentos prévios e desenvolvimento são elementos interdependentes. O desenvolvimento 
determina, como ponto de partida, as características dos conhecimentos que podem ser 
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construídos, enquanto os esquemas de conhecimento já construídos possibilitam a continuidade 
do desenvolvimento.  
Com base nesses pressupostos, a partir da década de 90, várias modificações foram 
propostas para o ensino de problemas matemáticos como a substituição da fixação e do 
treinamento dos algoritmos ensinados pela escola. De acordo com Carrol e Porter (1998), pouco 
se justifica o ensino de algoritmos escritos nas primeiras séries da escola elementar. Eles são úteis 
para atender a demanda de algumas situações que começam a surgir com mais intensidade a 
partir da 4ª série da escola elementar, como o cálculo com números grandes que exigem registro 
escrito e para os quais o cálculo mental pode não ser tão preciso; a substituição de um algoritmo 
inventado quando o sujeito não obtém sucesso nesta tarefa; e o domínio de um leque amplo de 
opções algorítmicas para a resolução de diferentes tipos de problemas de ordem escolar ou 
cotidiana. Para os autores, o ensino de algoritmos canônicos deve ser iniciado somente após o 
desenvolvimento, uso e discussão de algoritmos inventados pelos próprios alunos. 
Os algoritmos inventados são alternativos aos algoritmos canônicos e refletem 
procedimentos espontâneos e universais de cálculo. Sua utilização, conforme os dados obtidos 
por Carrol e Porter (1998), promovem avanços importantes na aprendizagem do valor posicional 
e do cálculo estimativo. Na operação de multiplicação é reconhecido o procedimento de 
resolução da esquerda para  a direita, descrito por Kamii (1986;1993), em crianças das primeiras 
séries do ensino elementar.  Acompanhados de seu relato escrito, os algoritmos inventados 
fornecem informações importantes sobre seu nível de compreensão e lhes possibilitam a tomada 
de consciência das operações realizadas. Para os alunos que aprenderam algoritmos canônicos, a 
elaboração de algoritmos inventados constitui uma possibilidade de ampliação de seu repertório 
de ferramentas matemáticas.  
Para o ensino de algoritmos inventados Carrol e Porter (1998) sugerem o 
desenvolvimento de um modelo didático que contemple a modelagem da situação por meio da 
manipulação de materiais, a invenção de procedimentos, o desenho das ações executadas, a 
realização de cálculo mental e, finalmente, a escolha do algoritmo escrito mais apropriado para a 
resolução da situação proposta. Neste modelo o aluno é encorajado a raciocinar sobre a melhor 
forma de resolver o problema e, ao mesmo tempo, considerar a razoabilidade de sua resposta. 
Uma maior flexibilidade na escolha de procedimentos de resolução e melhores condições de 
comunicar seu pensamento foram os ganhos conquistados pelos alunos no experimento 
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desenvolvido pelos autores. Seus resultados confirmam os anteriormente obtidos em trabalhos 
anteriores (Kamii, Lewis e Livingston, 1993; Sowder, 1992 apud Carrol e Porter, 1998). 
Segundo Vergnaud (1988), a complexidade do ensino de algoritmos exige a organização 
de modelos didáticos que atendam as demandas do conteúdo e dos sujeitos que aprendem. Para 
tanto, é função da escola identificar as relações que os sujeitos estabelecem entre os objetos, 
identificar os teoremas-em-ação que desenvolvem para resolver as situações-problema; elaborar e 
aplicar situações e materiais didáticos a partir dessas informações; e construir com os alunos 
representações simbólicas dos fenômenos observados no desenvolvimento dessas ações. 
De acordo com Peterson (1987 apud Sowder, 1988), três processos facilitam a 
aprendizagem dos conteúdos de matemática nas primeiras séries elementares: foco no significado 
e na compreensão da tarefa; encorajamento da autonomia, independência, auto-direção e 
persistência na aprendizagem; e ensino de estratégias de resolução. Peterson (1987 apud Sowder, 
1988) e Doyle (1983 apud Sowder, 1988) recomendam, para esta faixa etária, o desenvolvimento 
de uma instrução matemática indireta que forneça situações estruturadas para a descoberta de 
regras e a invenção de algoritmos por meio de ampla manipulação de materiais de contagem em 
conjunto com seus pares. Para Ohlsson (1988), a arte do cálculo e a invenção de procedimentos 
de resolução consistem nos dois grandes empreendimentos da aprendizagem de aritmética. Neste 
processo, o cálculo mental, o estimativo e a comparação de números oferecem uma grande 
contribuição para o desenvolvimento do pensamento algorítmico. 
Sugerida por Rubenstein (1998), a realização de projetos em pequenos grupos 
proporciona uma exploração bastante enriquecedora dos algoritmos inventados. Os projetos 
constituem–se oportunidades naturalmente propícias para compartilhar, comunicar e avaliar 
algoritmos inventados, tanto os dos colegas quanto os desenvolvidos em períodos históricos em 
culturas diferentes da sua. Permitem o desenvolvimento da tarefa a partir de um ponto de vista 
próprio dos sujeitos; promovem o reconhecimento e o uso de diferentes tipos de raciocínio na 
execução da tarefa; e, principalmente, encorajam os sujeitos a reconhecer a independência de seu 
processo de aprender. Os projetos permitem, por outro lado, desenvolver as atividades 
matemáticas a partir da realidade experiencial dos sujeitos.  
Peressini e Knuth (1998), reforçando dados obtidos em trabalhos anteriores (Nunes e 
Bryant, 1997), salientam a importância do significado que a tarefa tem para o sujeito para que se  
desenvolva uma aprendizagem adequada. Por serem ricos, factíveis e, principalmente, 
significativos, os conteúdos relacionados às experiências cotidianas dos sujeitos são considerados 
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eficazes suscitadores de seu poder matemático. Em um estudo com alunos de sétima série 
elementar, Lesh, Post e Behr (1988) selecionaram um problema de sua realidade cotidiana como 
elemento facilitador e desencadeador do processo de reconceitualização da proporção simples. A 
rápida evolução deste processo, por parte dos alunos, permitiu aos pesquisadores confirmar a 
importância das experiências do meio como fatores da aprendizagem deste conteúdo, e a 
possibilidade de modificação dos procedimentos de resolução dos sujeitos com incremento de sua 
competência.  
Segundo Perrenoud (1999), o desenvolvimento da competência dos sujeitos como 
solucionadores de problemas multiplicativos depende de uma reestruturação adaptativa de seus 
esquemas cognitivos. Neste processo de reestruturação, convencionalmente denominado 
compreensão, o sujeito integra a parte não familiar do novo objeto de conhecimento aos 
esquemas cognitivos que já possui e passa a assimilar as novas situações-problema a partir do 
novo conhecimento produzido. Segundo Noelting (1980), uma completa correspondência entre a 
estratégia de resolução e as relações matemáticas contidas no problema implicam em sucesso na 
realização da tarefa, enquanto uma correspondência parcial implica falhas ou incorreções do 
processo de resolução. Para Greer (1988), é a adaptação que o sujeito produz em seus esquemas 
cognitivos ao resolver um problema matemático que torna possível a reconceitualização das 
relações entre algoritmo e situação-problema. Cristalizadas pelo ensino escolar tais relações 
determinam a performance dos sujeitos na realização da tarefa e têm sido foco de diferentes 
modelos didáticos experimentais (Wearne e Hiebert, 1988; Case e Sandieson, 1988; Vergnaud, 
1988; Nunes e Bryant, 1997).  
Caracterizada como uma reorganização pessoal dos conhecimentos, a aprendizagem 
matemática depende de capacidades, instrumentos e habilidades cognitivas gerais do sujeito 
como inteligência, raciocínio e memória, que permitem um certo grau de compreensão e 
realização da tarefa; e outras específicas como linguagem, representação gráfica e numérica 
adquirida na própria escola. Depende também, segundo Mauri (1999), de uma certa disposição 
dos sujeitos para aprender que envolve aspectos tanto de ordem pessoal quanto inter-pessoal. 
Considerada um princípio da pedagogia construtivista a interação social tem papel essencial na 
construção da cooperação e da autonomia intelectual dos sujeitos. Desta perspectiva, aprender um 
conteúdo “pressupõe atribuir um sentido e construir os significados implicados em tal 
conteúdo”, por meio de atividade pessoal e social a partir do que o sujeito já construiu 
anteriormente (Miras, 1999, p.58). 
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A coordenação inter-individual das ações e a transmissão cultural, presentes no processo 
de socialização, ao interagir com o processo individual de equilibração dos sujeitos intervém de 
forma significativa na construção de conhecimentos (Piaget, 1983). Fazem parte do ambiente 
social da escola o professor e os colegas de classe por meio dos quais pode realizar-se a 
transmissão de saberes específicos, e o confronto de pontos de vista do sujeito com outros 
superiores ou de mesmo nível que o seu (Lerner, 1996). Neste sentido, o trabalho em pequenos 
grupos oferece uma condição extremamente favorável à atividade construtiva dos sujeitos ao 
propiciar a cooperação, o confronto de hipóteses e a elaboração conjunta de conhecimentos. No 
grupo as coordenações de ações entre os sujeitos precedem as coordenações individuais, baseadas 
em competências já elaboradas, e ambas promovem a elaboração de novas organizações 
cognitivas Tem-se aí a possibilidade concreta de construção social do conhecimento, em função 
do movimento contínuo de assimilação e acomodação desencadeada pelo confronto ou 
elaboração coletiva dos sujeitos. Tanto o conflito sócio-cognitivo quanto a co-elaboração de 
tarefas são capazes de desestabilizar o funcionamento cognitivo dos sujeitos e promover a criação 
de novidades (Perret Clermont, 1984). 
Em um grupo, os esforços para resolver as situações de oposição e contradição ou para 
elaborar em conjunto uma tarefa são capazes de levar os participantes a construir novas 
coordenações de ações. Tais situações provocam a desestabilização do sistema cognitivo e a 
busca da retomada do equilíbrio por meio da compatibilização das diferentes soluções do grupo. 
E a tomada de consciência das oposições existentes entre os participantes que gera a necessidade 
de combinar as diferentes soluções individuais em formas coletivas e mais organizadas (Moro, 
1991; Macedo, 1994).  
O processo de tomada de consciência é elemento essencial da construção de 
conhecimentos. Processos metacognitivos como o planejamento, o monitoramento e a auto-
avaliação do caminho percorrido para a resolução de um problema permitem a tomada de 
consciência dos sujeitos sobre a aprendizagem. Tomar consciência do caminho seguido em um 
processo de resolução, incluindo os erros cometidos é também uma atividade construtiva. 
Somente quando o erro aparece ao sujeito como um problema, depois de tê-lo cometido, é que a 
interferência exterior, seja do adulto ou de um colega, é capaz de surtir algum efeito sobre suas 
ações. A intervenção do professor neste momento pode problematizar o erro e transformá-lo em 
uma situação de aprendizagem. Ao tornar-se um observável, o erro, segundo Macedo (1994), 
permite a percepção da contradição ou não-coerência da resposta dada, e provoca mudanças na 
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ação do sujeito ou de sua teoria explicativa sobre estas ações. Inhelder e Cellérier (1996, p.29) 
lembram que, do ponto de vista da construção do conhecimento, “um erro corrigido pode ser 
mais fecundo que um acerto imediato”.  
Segundo Silver (1987), o processo de tomada de consciência é um dos aspectos 
responsáveis pela melhoria do desempenho de pequenos grupos.  Em pesquisas realizadas no 
ensino secundário e universitário, constatou que o trabalho em pequenos grupos produz melhor 
quando o planejamento da ação envolve a definição e a justificativa dos passos seguidos por seus 
integrantes. A interação produtiva dos grupos depende, além disso, de certas condições de seus 
componentes (quantidade, idade e condições cognitivas), das tarefas e das solicitações do adulto-
coordenador. Grupos com diferentes níveis de conhecimentos e conhecimentos diferentes sobre 
um mesmo tema podem ser benéficos para a aprendizagem (Howe, 1993). Uma composição com 
sujeitos com desenvolvimentos diferenciados é também produtiva desde que os níveis sejam 
próximos, pois, os menos avançados, diferentemente dos demais, podem ignorar ou não 
compreender as oposições e contradições geradas pelo grupo (Macedo, 1994; Moro, 1991). O 
reconhecimento das condições cognitivas dos sujeitos é um aspecto relevante para a formação e 
funcionamento produtivo do grupo, pois, as interações sociais dependem, em certo sentido, destas 
condutas. Modificações nas condutas cognitivas dos sujeitos, decorrentes de suas interações com 
a tarefa, promovem modificações nas condutas sociais de todo o grupo. 
As coordenações cognitivas exigidas pelo enfrentamento conjunto das tarefas provocam 
uma contínua reelaboração das relações entre os integrantes do grupo no sentido de uma 
regulagem mútua. Esta regulagem pressupõe a participação organizada dos componentes do 
grupo com divisão prévia das tarefas, espera pelo resultado da ação do outro, modificação da 
direção de sua ação para complementar a do outro, e antecipação da modificação de sua ação em 
função da do outro. As inferências dos sujeitos sobre o seu modo de agir no grupo e os resultados 
desta ação nas situações de confronto são também fonte de evolução de suas trocas sociais 
(Moro, 1991). 
A combinação das variáveis quantidade e idade dos participantes é significativa tanto para 
o desenvolvimento destas trocas. Segundo Moro (1991), em duplas e trios a tendência é de 
participação eqüitativa dos membros do grupo com modificação de suas formas de interação. Nos 
quartetos é observada uma tendência à participação mais ativa de dois elementos, enquanto nos 
quintetos a tendência é de participação mais ativa de três de seus elementos. Nos quartetos e 
quintetos organizados com alunos mais velhos (a partir da quarta série elementar), formas de 
  
104 
interação como verbalizações espontâneas, trocas de opiniões opostas, complementações de 
verbalizações e de ações práticas ocorrem com maior freqüência, tendendo a girar em torno de 
realizações coletivas, e certa regulagem mútua. A evolução do funcionamento dos grupos para 
uma melhor regulagem e soluções mais avançadas do ponto de vista social está mais diretamente 
relacionada ao número de seus componentes (grupos com maior número de elementos) e a sua 
idade (faixa etária mais avançada).  
As formas de atuação do professor apresentam também uma influência considerável sobre 
o funcionamento e a evolução dos grupos. Podem tornar-se fatores limitadores de seu 
crescimento o excesso de solicitações verbais e a falta de oportunidade de manipulação dos 
materiais por todos os participantes. Neste caso, estabelece-se uma relação assimétrica adulto-
criança com excessiva dependência das orientações e dicas do adulto. Segundo Moro (1991), 
porém, dependendo das características da tarefa o professor pode equilibrar uma atuação mais 
diretiva e menos diretiva do grupo. Nas tarefas verbais sua atuação pode ser mais diretiva 
(mediadora), pois, tem como objetivo organizar a situação de aprendizagem e solicitar a 
reinterpretação da fala dos sujeitos. Nas tarefas práticas pode ser menos diretiva (orientador), na 
medida em que apenas propõe as ações que serão efetivamente realizadas pelos alunos.  
É papel do professor modular sua atuação, conforme o estilo em que a situação de 
aprendizagem se apresenta, orientando o andamento das tarefas, mediando a atuação dos 
participantes e gerando desafios por meio de perguntas, contra-sugestões e pedidos de explicação 
das resoluções criadas pelos sujeitos (Moro, 1991). Lerner (1996) fornece alguns exemplos da 
atuação do professor neste sentido: incitar a explicação dos diferentes pontos de vista do grupo, 
salientar as coincidências e discrepâncias, decidir em que ordem elas serão discutidas, ajudar a 
definir conclusões, recordar dados ou conclusões anteriormente elaboradas pelo grupo, apresentar 
contra-exemplos, e fazer com que as normas estabelecidas coletivamente sejam respeitadas. O 
ensino do professor também  se reflete  em sua participação efetiva das atividades do grupo 
propondo e apresentando novas estratégias de trabalho. Ë por intermédio de sua participação que 
os alunos podem entrar em contato com estratégias não conhecidas e das quais podem ir se 
apropriando gradativamente ao utilizá-las no grupo (Lerner, Leavy et al apud Lerner, 1996).  
Um processo de ensino que leva em conta os mecanismos de construção do conhecimento 
e os aspectos sociais desta construção é resumido por Lerner (1996) em duas formas de atuação 
do professor: a colocação de problemas ao grupo e o fornecimento de informações que permitam  
o avanço da reelaboração dos conteúdos, no sentido de sua institucionalização. Neste caso, as 
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experiências adquiridas fora da escola constituem-se o ponto de partida do processo de ensino e 
os conceitos matemáticos são abordados a partir de um movimento contínuo entre estas 
experiências e as formais, transmitidas pela instituição (Mack apud Nunes e Bryant, 1997). Estes 
movimentos consistem em aproximações sucessivas do sujeito em relação ao conhecimento 
produzido pela sociedade e institucionalizado pela escola. A institucionalização do saber é 
fundamental para a aprendizagem, pois, oficializa para o aluno a coincidência entre o seu saber 
reconstruído e o saber social, e oficializa para o professor o conteúdo aprendido e o que ainda não 
foi aprendido pelo aluno (Brousseau, 1996). A tomada de consciência e a distinção do 
conhecimento produzido em resposta a uma situação-problema, e do saber já possuído que 
forneceu elementos para interpretação e elaboração da estratégia de resolução dá melhores 
condições ao sujeito de conectar sua elaboração individual ao conhecimento produzido 
socialmente e disponível para todos (Brousseau, 1996; Coll, 1993).  
Sugere-se neste trabalho a possibilidade de realização de um processo de ensino-
aprendizagem entendido como uma construção social de conteúdos cujo papel central é, 
entretanto, assegurado ao professor. A coerência da atuação deste professor comprometido, ao 
mesmo tempo, com os conteúdos culturais e com a perspectiva do construtivismo é um ponto de 
chegada, conquistado ao longo de seu próprio processo de trabalho,  e encarado, também, como 
um processo de construção.  
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CAPÍTULO 2 
 
METODOLOGIA DA PESQUISA 
 
 
 
2.1 HIPÓTESE 
 
Alunos com rendimento insatisfatório em matemática, submetidos à intervenção 
psicopedagógica construtivista com solução de problemas verbais aritméticos, apresentam 
melhoria de desempenho em resolução de problemas multiplicativos e progressos cognitivos em 
relação a operatoriedade. 
 
 
2.2 OBJETIVOS 
 
• investigar relações entre variação na ordem de apresentação de incógnitas em enredos 
de problemas aritméticos e melhoria de desempenho em resolução de problemas 
multiplicativos em sujeitos com rendimento insatisfatório em matemática, submetidos 
à intervenção psicopedagógica construtivista; 
• investigar relações entre melhoria de desempenho em resolução de problemas 
aritméticos e ocorrência de mudanças cognitivos em relação a operatoriedade, em 
sujeitos com rendimento insatisfatório em matemática, submetidos à intervenção 
psicopedagógica construtivista; 
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2.3 PROCEDIMENTO METODOLÓGICO  
 
 
2.3.1 Sujeitos 
 
A pesquisa foi desenvolvida com uma amostra de conveniência com alunos de 4ª série do 
ensino fundamental de escolas públicas de Maringá (PR). A partir do contato com a Secretaria de 
Educação do Estado do Paraná selecionou-se três escolas. Sua localização determinou a condição 
da clientela, segundo a Secretaria, composta por famílias de classe baixa e média baixa com 
profissão definida e núcleo familiar estruturado. 
Organizou-se a amostra da pesquisa tendo como base dois critérios: desempenho em 
compreensão de leitura e em matemática. O desempenho em compreensão de leitura foi avaliado 
por meio de uma prova de interpretação de texto adaptada do Exame de Linguagem TIPITI (Braz 
e Pelliciotti, 1983), e uma de matemática, adaptada da prova escolar para 4as. séries do ensino 
fundamental, elaborada pela Secretaria de Educação do Estado de São Paulo (SARESP, 1997).  
As duas provas foram aplicadas em sala de aula com o auxílio das professoras das classes. 
Considerou-se desempenho satisfatório em compreensão de leitura um rendimento igual ou 
superior a 60% do teste; e desempenho não satisfatório em matemática, rendimento inferior a 
60%. Foram testados 436 alunos, total de alunos que freqüentavam as quartas séries das escolas 
selecionadas. A prova de matemática foi aplicada em primeiro lugar. Do total de alunos que 
participaram do primeiro teste nem todos resolveram a prova de compreensão de textos por não 
estarem presentes em suas classes no dia da aplicação. 
Os resultados das duas provas foram bastante similares: a maioria situou-se na faixa de 
notas superior a sessenta. Na prova de compreensão de texto, 52,5% dos sujeitos situaram-se 
nesta faixa, e na prova de matemática, 52%. Um contingente um pouco menor de alunos situou-
se na faixa de notas inferior a sessenta: 47,5% na prova de compreensão de texto e 47,7% na de 
matemática (Quadro 1). A faixa de maior freqüência na prova de matemática foi a de 6 a 8, 
38,5%, enquanto na prova de compreensão de texto foi a de 8 a 1017, 33,2%. A menor freqüência 
foi obtida na prova de matemática pela faixa de notas situada entre 0 e 2, 6,2%, e na de 
compreensão de texto pela faixa entre 2 e 4, 10,2%. 
                                                          
17 As notas dos dois testes foram organizadas em uma escala de 0 a 10. 
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Quadro 1: Desempenho da população da pesquisa na prova de compreensão de texto  
Notas Leitura Aritmética 
0 ⎯ 2  69 
42 
16,8% 27 6,2% 
 
2 ⎯ 4 42 10,2% 90 20,6% 
4 ⎯ 6 84 20,5% 91 20,9% 
6 ⎯ 8 79 19,3% 168 38,5% 
9 ⎯ 10 136 33,2% 59 13,5% 
Total 410 100% 436 100% 
 
A amostra foi selecionada dentre os sujeitos que obtiveram notas acima de 6,0 na prova de 
compreensão de texto e abaixo desta nota na prova de matemática. Foi composta, inicialmente, 
por 120 sujeitos escolhidos por meio de sorteio, contudo, dificuldades encontradas nas escolas 
provocaram a extinção de grupos experimentais e o abandono de alguns alunos18 provocando a 
redução da amostra e a diferenciação dos dois grupos: 45 alunos no grupo experimental (GE) e 
60 alunos no grupo controle (GC).  
Os alunos selecionados para a amostra apresentaram resultados equivalentes nas duas 
provas de seleção contribuindo para a formação homogênea dos dois grupos da pesquisa. Na 
prova de matemática os grupos obtiveram médias bastante similares: 4,01 do GC e 4,07 do GE. 
Na prova de compreensão de texto o GE obteve média de 8,18 enquanto o GC obteve 8,48, muito 
próximas. O desvio padrão de ambos, nas duas provas, mostrou uma forte aglutinação do 
conjunto de notas em torno das médias: desvio padrão de 1,57 e 1,78 na prova de compreensão de 
texto e de 1,16 e 1,08 na prova de matemática (Quadro 2).  
 
Quadro 2: Média e desvio padrão das notas da amostra nas provas de seleção – GC e GE  
Provas GC GE 
 média d.padrão média d.padrão 
Compreensão de leitura 8,48 1,57 8,18 1,78 
Aritmética 4,01 1,16 4,07 1,08 
 
Na prova de compreensão de leitura (Quadro 3) as notas da maioria dos sujeitos da 
amostra situaram-se entre 9 e 10 (48% de freqüência nos dois grupos). Situação oposta entre 
ambos ocorreu na definição da segunda e terceira maior freqüência de notas da amostra. O 
segundo intervalo de maior freqüência do GE foi o mais baixo, entre 6 e 7, enquanto no GC foi 
                                                          
18 Maiores detalhes sobre os fatos ocorridos são descritos no capítulo que se refere à análise e discussão dos dados, 
no tópico dedicado ao relato da intervenção. 
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um dos intervalos mais altos, entre 8 e 9. O intervalo inferior, entre 6 e 7, foi o de terceira maior 
freqüência do GC. No GE esta freqüência foi alcançada pelo intervalo de notas entre 8 e 9.  
 
Quadro 3: Desempenho da amostra na prova de compreensão de leitura – GC e GE  
Notas GC GE 
6 ⎯ 7 12 20% 16 35% 
7 ⎯ 8 3  5% 1  2,2% 
8 ⎯ 9 16  26,6% 6  13,3%
9 ⎯ 10 29  48,3% 22  48,8%
Total 60  100% 45 100% 
 
Na prova de aritmética (Quadro 4) os grupos apresentaram resultados bastante similares. 
Segundo a análise estatística, a média de notas do GE foi de 4,07 (com desvio padrão de 1,08) e 
do GC média de 4,01 (com desvio padrão de 4,01). A maior freqüência dos dois grupos ocorreu 
no intervalo de notas entre 3 e 4. A segunda e terceira maior freqüência de notas foram as dos 
intervalos entre 2 e 3 e entre 1 e 2, respectivamente. Os sujeitos selecionados para compor a 
amostra apresentaram um desempenho satisfatório em compreensão de texto e um baixo 
desempenho em aritmética, adequado aos objetivos do presente experimento.  
 
Quadro 4: Desempenho da amostra na prova de aritmética – GC e GE  
Notas GC GE 
0 ⎯ 1 1  1,7% 0  0% 
1 ⎯ 2 2  3,3% 2  4,4% 
2 ⎯ 3 10 16,7% 8  17,8%
3 ⎯ 4 18  30% 12 26,7%
4 ⎯ 5  0 0% 0 0% 
5 ⎯ 6 29 48,3% 23 51,1%
Total 60 100% 45 100% 
 
Em relação à idade dos alunos, os grupos apresentaram certa homogeneidade. Sua idade 
média oscilou entre 10 anos e 4 meses no GC, e 10 anos e 6 meses no GE. Os dados fornecidos 
pelo desvio padrão mostram uma maior variabilidade da idade dos sujeitos pertencentes ao GE 
(Quadro 5).  
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Quadro 5: Média e desvio padrão das idades da amostra – GC e GE 
Grupos Idades (em meses) 
 Média Desvio padrão 
GC 124,33 7,32 
GE 126,31 9,06 
 
O grupo experimental foi dividido por sorteio em dois subgrupos, GE1 e GE2, em razão 
das características diferenciadas da intervenção psicopedagógica desenvolvida em cada um deles. 
Os dois grupos experimentais apresentaram características similares em relação às notas obtidas 
nas duas provas seleção da amostra e em relação às idades de seus integrantes (Quadro 6). Na 
prova de aritmética o GE1 obteve média de 4,14 (com desvio padrão de 1,10), enquanto o GE2 
obteve uma média muito próxima a do outro grupo 4,0 (com desvio padrão de 1,08). Na prova de 
compreensão de leitura o GE1 obteve média de 8,21 (com desvio padrão de 1,73), e o GE2, 
média de 8,15 (com desvio padrão de 1,88). 
 
Quadro 6: Média e desvio padrão das notas dos grupos experimentais nas provas de seleção da 
amostra  
Provas GE1 GE2 
 Média d.padrão média d.padrão 
Compreensão de leitura 8,21 1,73 8,15 1,88 
Aritmética 4,14 1,10 4,0 1,08 
 
A homogeneidade dos grupos experimentais foi também assegurada pela faixa etária de 
seus participantes: o GE1 apresentou uma média de 10 anos e 7 meses e o GE2, 10 anos e 6 
meses. O desvio padrão apresentado pelo GE2 evidencia um maior distanciamento das idades dos 
sujeitos em relação à média e conseqüentemente sua maior variabilidade.  
 
Quadro 7: Média e desvio padrão das idades dos grupos experimentais -  GE1 e GE2 
Grupos Idades 
 Média Desvio padrão 
GE1 127 7,21 
GE2 126,04 12,63 
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2.3.2 Procedimentos 
 
Os dois grupos experimentais e o grupo controle realizaram um pré-teste e dois pós-testes, 
e enquanto apenas o grupo experimental foi submetido às sessões de intervenção 
psicopedagógica. Os testes (pré, pós e pós-teste postergado) compuseram-se de três provas 
piagetianas e uma prova de resolução de problemas multiplicativos. O primeiro pós-teste foi 
aplicado imediatamente após o desenvolvimento da intervenção psicopedagógica e o segundo, 15 
dias após o primeiro. 
 
a. instrumentos, material e critérios de avaliação: 
Os sujeitos foram submetidos a provas de operatoriedade e de resolução de problemas 
multiplicativos, descritas a seguir: 
• Provas de resolução de problemas multiplicativos 
A prova de problemas (Apêndice A) foi organizada a partir do controle de algumas 
variáveis, como a adequação da estrutura multiplicativa dos problemas aos objetivos da pesquisa 
e à série escolar dos sujeitos da amostra (Vergnaud, 1991; Schwartz, 1988); adequação da 
temática dos enunciados ao contexto social dos sujeitos (Leymone e Tremblay, 1986; Carraher et 
al., 1985; Nunes e Bryant, 1997); a quantidade e extensão dos numerais (Vergnaud, 1991; Terry, 
1992); a natureza e a ordem das informações contidas nos enunciados (Leymone e Tremblay, 
1986); e a ordem de apresentação da incógnita (Vergnaud, 1991)19. 
Foram escolhidos oito problemas multiplicativos envolvendo relações quaternárias, sendo 
dois de cada tipo, conforme a posição da incógnita e a definição da unidade. O primeiro tipo 
envolveu a operação de multiplicação e foi representado pela sentença: a / c = b / x. Em seu 
enunciado informou o valor de uma unidade e solicitou o valor de mais de uma unidade. O 
segundo, envolveu a operação de divisão (divisão-partição), solicitou o valor de uma unidade e 
foi representado pela sentença a / c = x / d. O terceiro, envolveu a operação de divisão (divisão-
quotição), solicitou o número de unidades dado o valor unitário e foi representado pela sentença a 
/ x = b / d. Para a representação das relações matemáticas contidas nos enunciados foram 
utilizados números inteiros e redutíveis, com extensão de dois dígitos.  
                                                          
19 Os critérios para elaboração dos problemas multiplicativos dos testes foram também adotados na organização das 
sessões de intervenção psicopedagógica da pesquisa. 
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Os problemas foram elaborados a partir de uma temática familiar aos sujeitos incluindo 
contextos variados de compra e venda. Reproduziram a ordem convencional dos problemas 
verbais aritméticos apresentando informações contextuais e relacionais e, em seguida, a questão a 
ser resolvida. Não contiveram informações irrelevantes em seu texto. Para a resolução dos testes 
solicitou-se a utilização das operações matemáticas aprendidas na escola ou qualquer outra forma 
de resolução escolhida pelos sujeitos. Para o registro de seus procedimentos de solução os alunos 
dispuseram de lápis e papel. Na execução dos testes não foi permitido o uso de borracha e, sim, 
apenas a marcação do erro ou engano cometido pelo sujeito por meio de um traço no papel. 
Todas as manifestações de resolução executadas pelos sujeitos foram utilizadas para análise das 
estratégias desenvolvidas, conforme o referencial teórico do projeto de pesquisa.  
• Provas piagetianas 
Foram aplicadas na pesquisa três provas piagetianas clássicas selecionadas da obra de 
Jean Piaget por envolverem relações matemáticas multiplicativas. A prova de correspondência 
múltipla e multiplicação aritmética (Piaget e Szeminska, 1975) contemplou a multiplicação 
lógica e aritmética de classes. A prova de permutas (Piaget e Inhelder, 1951) e matrizes lógicas 
(Piaget e Inhelder, 1971) contemplaram a multiplicação lógica e aritmética de relações 
assimétricas. A aplicação das provas seguiu as orientações contidas na obra do autor e sofreram 
algumas modificações quanto à linguagem utilizada nas perguntas e em seu tempo de duração. A 
linguagem das provas foi adaptada ao vocabulário dos sujeitos da pesquisa com o objetivo de 
impedir vieses de interpretação que pudessem prejudicar a elaboração de suas respostas. Em 
função do tempo previsto para a realização dos três testes, por volta de 60 minutos, as provas 
foram reduzidas procurando-se manter fidelidade aos objetivos e à estrutura do experimento 
organizado por Piaget. 
Para a análise estatística as respostas das provas foram padronizadas seguindo uma 
seqüência de notas de 0 a 10, respeitando-se, entretanto, suas características qualitativas. A nota 
correspondente a cada um dos níveis de resposta das provas foi encontrada organizando-se tantos 
intervalos de notas quanto o número de níveis estabelecidos por Piaget. Em cada um dos 
intervalos de notas encontrados localizou-se seu ponto médio que passou então a valer como a 
nota do sujeito naquela determinada prova. Na prova de correspondência dupla e multiplicação 
numérica para os níveis de resposta IA, IB, II, e III organizou-se quatro intervalos de notas: de 0 
a 2,5; de 2,5 a 5,0; de 5,0 a 7,5; e de 7,5 a 10,0. Foram encontrados como pontos médios destes 
intervalos as notas 1,25; 3,75; 6,25 e 8,75, que passaram a valer como as notas dos alunos neste 
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teste. Na prova de permutas, aos níveis IA, IB, IIA, IIB, IIIA, e IIIB corresponderam seis 
intervalos de notas: 0 a 1,66; 1,66 a 3,32; 3,32 a 4,15; 4,15 a 5,81; 5,81 a 7,47; 7,47 a 10,0. Os 
pontos médios 0,83; 2,49; 4,14; 5,81; 7,47 e 9,13 passaram a valer como as notas dos alunos no 
teste de permutas. Na prova de matrizes foram organizados 5 intervalos: 0 a 2,0; 2,0 a 4,0; 4,0 a 
6,0; 6,0 a 8,0; 8,0 a 10,0. Os pontos médios 1, 3, 5, 7, e 9 passaram a corresponder aos níveis de 
resposta dos alunos neste teste.  
1. Prova de correspondência dupla e multiplicação numérica (Apêndice B) 
material: 26 jarras, 38 flores azuis, 37 flores rosas, 24 vasos, duas bacias. 
procedimentos de aplicação: iniciou-se a aplicação da prova perguntando-se: O que se vai 
colocar nestes vasos? Colocou-se diante da criança um certo número de flores, mais que de 
jarras, e observou-se a maneira pela qual ela efetuou a correspondência: alinhou-se as flores 
numa fileira mais ou menos apertada, mas do mesmo comprimento das jarras. Após isso, pediu-se 
à criança para verificar, colocando uma flor em cada jarra: sendo assim obtida a 
correspondência termo a termo, retomou-se as flores colocando-as em apanhado perguntou-se, 
anteriormente, se ainda existia tanto de umas quanto de outras.(...) Após haver conduzido a 
criança a estabelecer a equivalência entre uma coleção de flores F1 e uma coleção J1 que lhes 
correspondeu termo a termo,repetiu-se isso entre a mesma coleção de jarras J1 e uma nova 
coleção de flores, F2. E perguntou-se se F1=J1 e se J1=F2, ter-se-ia também F1=F2? E outra 
questão: se se recolocasse todas as flores F1 e F2 nas jarras J, colocando naturalmente um 
número igual de flores por jarra, quantas flores haveria em cada jarra? Por fim, uma vez 
resolvido este segundo problema, isto é, quando 2 flores se acharam depositadas em cada jarra 
formulou-se ainda uma questão: se, em vez de colocar duas flores em cada jarra, se desejasse 
colocá-las em pequenos tubos que só pudessem, em cada um, conter apenas uma só, quantos 
desses recipientes seriam precisos para todas as flores (naturalmente, tirou-se estas para se 
deixar sobre a mesa apenas as jarras iniciais J1, donde a solução 2J=J1+J2, em que J2 + os 
tubos postos em correspondência com J1)? (Piaget e Szeminska, 1975, p.80; 279).  
critérios de avaliação:  
nível IA – os sujeitos realizam uma comparação global das coleções: não são capazes de 
fazer corresponder termo a termo duas coleções e de julgar duas coleções correspondentes entre 
si, como correspondentes a uma terceira; se solicitados a fazer corresponder duas coleções 
simultaneamente a uma terceira procuram assemelhar a nova correspondência pedida a uma das 
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correspondências termo a termo anteriores, sem compreender a necessidade da correspondência 2 
por 1;  
nível IB – os sujeitos realizam correspondência termo a termo e correspondência de duas 
coleções a uma terceira: começam a fazer corresponder simultaneamente duas coleções a uma 
terceira resolvendo o problema da duplicação por meio de um aumento global e tentativas ao 
acaso de um número qualquer;  
nível II – o problema da duplicação é já resolvido, mas não ainda por operação, e sim por 
meio de tateios em que o resultado é descoberto a partir da própria correspondência entre as 
coleções que os faz passar do sistema de quantificação “1 por 1” para o sistema “2 por 1”;  
nível III – os sujeitos realizam compreensão imediata das relações de correspondência 
múltipla das coleções e generalizam-nas sob a forma de operações multiplicativas que se 
estendem a 3, 4 ou 5 n: o valor n de cada conjunto não é mais compreendido como procedente de 
n a n+n, mas de “1 vezes n”, “2 vezes n”,“ 3 vezes n”,etc.  
2. Prova de permutas (Apêndice B) 
material: conjunto de cartões quadrados de 4 cores diferentes. 
procedimentos de aplicação: mostrou-se a criança cartões de duas cores, empilhados por 
cor. Explicou-se que dois cartões passeiam um ao lado do outro como no exemplo AB e BA. Em 
seguida, pediu-se que efetuasse a mesma operação com cartões de 3 cores podendo dispor os 
trios uns sob os outros. Em caso de êxito, acrescentou-se uma quarta cor e procurou-se fazer a 
criança encontrar todas as permutações possíveis com as quatro cores. Ao final de cada tarefa 
solicitou-se que a criança dissesse o número de cartões utilizados e explicasse como chegou ao 
resultado (Piaget e Inhelder, 1951, p.245). 
critérios de avaliação: 
nível IA – os sujeitos apresentam certa dificuldade de compreender o princípio das 
permutações; não conseguem encontrar todas as permutas possíveis, mesmo com tateios; 
nível IB – os sujeitos descobrem a maior parte das permutas possíveis para 3 cores por 
tateios e algumas regularidades sem, contudo, encontrar o sistema de conjunto das permutações;  
nível IIA – os sujeitos descobrem empiricamente as seis permutas para 3 cores; em 
resposta ao pedido de explicação do resultado a descoberta de regularidades é expressa por meio 
da contagem das cores de cada coluna; se solicitados a recomeçar as permutas, executam-nas em 
ordem de cor na primeira coluna; 
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nível IIB – os sujeitos começam a generalizar espontaneamente para 4 cores o sistema de 
permutas para 3 cores: procuram encontrar o mesmo número de permutas para cada cor, iniciam 
as permutas com a mesma cor e completam, sem sistematização, as séries com permutas das 
outras cores;  
nível IIIA – os sujeitos realizam uma generalização dos sistemas parciais elaborados ao 
longo do estádio II: depois de ter estabelecido que a um elemento inicial correspondem n 
permutações possíveis dos elementos seguintes o sujeito multiplica-as pelo número de elementos 
e conclui que a cada elemento de partida corresponde o mesmo número de permutações 
possíveis;  
nível IIIB – os sujeitos descobrem o número total de permutas para 4 cores multiplicando 
o número de permutas possíveis para cada elemento pelo número total de elementos, tomando 
como referência as permutas de 3 elementos.  
4. Prova de matrizes lógicas (Apêndice B) 
material: conjunto de cartões com 49 desenhos de folhas de árvore, seriados segundo o 
tamanho (7 grandezas diferentes) e segundo o tom da cor (7 tons cada vez mais escuros) das 
folhas. 
procedimentos de aplicação: solicitou-se ao sujeito que organizasse livremente os cartões 
e depois explicasse como os organizou. Solicitou-se a organização dos cartões de modo a se 
encontrar rapidamente qualquer um dos tipos de folhas pensando-se, ao mesmo tempo, nos jeitos 
diferentes que elas tivessem. Após explicar o que realizou perguntou-se à criança se haveria outro 
jeito de organizar os cartões de modo a se encontrar rápidamente os tamanhos diferentes das 
folhas (se a criança se ateve ao critério cor na primeira organização, se não, o contrário). Quando 
o sujeito não conseguiu chegar a disposição dos cartões em forma de matriz, o experimentador 
esboçou-a com ajuda de um quadro de matriz. Após colocou-se em série a primeira fila e a 
primeira coluna pediu-se ao sujeito que completasse o quadro (Piaget e Inhelder, 1971, p.329).  
critérios de avaliação: 
nível I – ausência de seriação propriamente dita: o sujeito procede mediante coleções 
figurais (alinhamentos, círculos, empilhamentos), organizados no sentido de classe ou seriação. 
As coleções figurais incidem sobre uma só das qualidades – tamanho ou cor – ou sobre uma 
mistura de ambas, sem qualquer intuito de composição multiplicativa. Quando o experimentador 
insiste sobre a qualidade esquecida organiza coleções que a levem em conta. 
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nível IIA – os sujeitos ordenam as figuras, segundo uma de suas qualidades, e 
menosprezando a outra. Quando o experimentador insiste sobre a qualidade esquecida passam a 
ordenar a partir desta esquecendo-se da anterior. Depois disso, procuram harmonizar as duas 
seriações tentando utilizar os dois critérios ao mesmo tempo. 
nível IIB – neste nível, quando o experimentador insiste sobre a qualidade esquecida, o 
sujeito passa a introduzir uma seriação, segundo esta nova qualidade, no interior das coleções já 
seriadas. Pode construir uma configuração isomorfa à da matriz multiplicativa, mas não 
compreende ainda sua significação. 
nível IIC – os sujeitos iniciam uma dupla seriação (as duas seriações ao mesmo tempo) 
indicando intenção de multiplicação, mas o resultado não é completo. As duas seriações ainda 
não se situam no mesmo plano: uma é externa (círculos, colunas, empilhamentos) e a outra é 
interna (pertencente a cada coleção, mas sem ligação com os membros das outras coleções). 
nível III – em uma fase intermediária entre o nível II e III os sujeitos, após uma inspeção 
inicial do material, antecipam a necessidade de uma dupla seriação segundo as duas qualidades 
variáveis, mesmo se começarem a série por uma delas. As duas seriações são consideradas 
equivalentes e não subordinadas. Neste nível, os sujeitos antecipam a organização do quadro de 
matriz permitindo a dupla correspondência entre colunas e filas, evidenciando a intenção 
multiplicativa e a disposição espacial correspondente.  
 
b. Intervenção psicopedagógica  
A intervenção psicopedagógica objetivou a melhoria do desempenho dos alunos na 
resolução de problemas multiplicativos. Para isto foram selecionados problemas aritméticos de 
enunciado verbal envolvendo relações multiplicativas quaternárias que implicam em proporção 
simples e direta entre duas medidas. A opção por este conteúdo escolar deveu-se a dois motivos 
principais: em primeiro lugar, porque, segundo Vergnaud (1988), constitui-se a base do 
pensamento proporcional, e seu desenvolvimento transcorre ao longo do ensino fundamental e 
médio; e, em segundo lugar, porque, embora considerados simples e fáceis de aprender os 
problemas de tipo isomorfismo de medidas não têm sido adequadamente aprendidos pelos alunos 
da primeira fase do ensino elementar. Dados das últimas avaliações do rendimento escolar da 
quarta série – SAEB – Sistema de avaliação da Educação Básica (INEP, 2000) realizadas em 
1997 e em 1999 mostram que os alunos da região sul têm se mantido em um nível de rendimento 
abaixo do esperado para o final desta série. O nível de rendimento destes alunos tem se situado 
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entre 175 a 225 pontos. Nesta pontuação o aluno demonstra domínio na resolução de problemas 
que envolvem as operações de adição e subtração, mas não ainda de multiplicação e divisão. 
Foram desenvolvidas nove sessões de intervenção psicopedagógica com duração de 60 
minutos cada uma, e periodicidade de três sessões semanais ao longo de três semanas 
consecutivas. A intervenção foi desenvolvida em pequenos grupos de cinco alunos (GE1 e GE2), 
escolhidos por sorteio. Para o subgrupo experimental GE1 a apresentação dos problemas foi 
realizada com a incógnita na seqüência (a/c. b/x), (a/c. x/d) e (a/x. b/d), enquanto para o GE2 as 
três posições da incógnita foram apresentadas em ordem aleatória. O tipo de problema a ser 
resolvido em cada sessão foi sorteado no dia anterior ao encontro com o grupo. Três opções de 
continuidade da história foram utilizadas em cada sorteio, conforme a apresentação da incógnita 
no enunciado. 
Os critérios utilizados para organização dos problemas multiplicativos como contexto de 
aplicação, temática, natureza e ordem das informações dos enunciados, quantidade e extensão dos 
numerais foram os mesmos adotados para a elaboração dos testes de problemas. Com o intuito de 
fornecer problemas com uma temática familiar e adequada à faixa etária dos sujeitos, bem como 
motivadora de seu interesse para a resolução, os enunciados basearam-se em personagens de 
história em quadrinhos. Os personagens e o argumento da história foram criados por uma 
especialista em quadrinhos (Lúcia da Ascensão da Nóbrega), em colaboração com a 
pesquisadora. Para a resolução dos problemas propostos os sujeitos tiveram à disposição objetos 
para contagem (pinos de plástico), em quantidade suficiente para manipular as variáveis presentes 
nos enunciados, material diversificado para notação, tais como lápis preto, lápis e giz colorido. A 
orientação psicopedagógica do trabalho teve como eixo principal a construção do conhecimento 
na instituição escolar, fundamentada na perspectiva construtivista.  
A história em quadrinhos foi transformada em uma revista, entregue no início da 
intervenção, e em situações-problema entregues a cada sessão. Durante a intervenção as 
situações-problema foram resolvidas pelos alunos que vivenciaram as ações e decisões dos 
personagens da história. A história em quadrinhos recebeu o título “Contagem Decisiva” 
(Apêndice H) e foi encerrada no último dia da intervenção de cada grupo com a solução de todos 
os problemas vividos pelos personagens. 
A interação do aluno-conhecimento foi determinada pelo enredo da história em 
quadrinhos vivida pelo grupo. Os personagens, um grupo de 5 amigos vindos de outro planeta, 
enfrentaram uma série de aventuras e desafios matemáticos que precisavam ser resolvidos para 
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que pudessem salvar o seu povo de uma invasão alienígena. Tais personagens foram 
caracterizados como sendo de faixa etária equivalente aos sujeitos da amostra e o sexo de cada 
um não foi definido claramente para que pudessem servir indistintamente à identificação dos 
alunos. A convivência do grupo de amigos baseou-se no confronto de pontos de vista e co-
elaboração de tarefas, e aos integrantes da amostra foi sugerida uma atitude similar à vivenciada 
pelos personagens da história.  
O contrato didático da intervenção psicopedagógica definiu como papel do professor o 
fornecimento de informações e questionamentos, capazes de suscitar a reconstrução do conteúdo 
escolar em aprendizagem. Isto significou solicitar aos alunos respostas originárias das exigências 
da própria situação-problema a ser resolvida, e não como atendimento à expectativa do professor. 
Pretendeu-se que os sujeitos utilizassem o seu próprio raciocínio, incentivando que o fizessem 
com o objetivo de obterem maior êxito na resolução de problemas. 
Em razão da variação da apresentação da incógnita para os subgrupos experimentais, no 
tópico seguinte, a intervenção do GE1 e GE2 foi descrita separadamente.  
• Características das atividades de intervenção do GE1 
1a sessão de intervenção 
Na primeira sessão estabeleceu-se o contrato de trabalho e apresentou-se aos alunos a 
temática principal do conjunto de intervenções. Apresentou-se o critério de escolha dos alunos 
para a montagem do grupo; aceite do compromisso de freqüentar o grupo por parte de cada 
integrante; definição das tarefas a serem realizadas pelo grupo, regras e expectativas de 
comportamento de cada um, professor e alunos; definição do número de encontros e horários; e 
entrega de material. Aos alunos entregou-se uma pasta individual para guarda do material da 
pesquisa: revista em quadrinhos, folhas de quadrinhos avulsas e páginas do diário do grupo. A 
pasta com a revista e as folhas em quadrinhos foi entregue aos alunos no final da intervenção.  
Após leitura e conversa informal sobre a aventura contada na revista em quadrinhos 
sugeriu-se a cada aluno a escolha de um personagem com quem se identificasse, e que pudesse 
representar em todas as situações-problema apresentadas pelo pesquisador, dali em diante. A 
primeira folha em quadrinhos, contendo uma situação-problema de tipo multiplicativo (Apêndice 
D), foi apresentada para leitura individual e comentário da interpretação de cada membro do 
grupo. A partir da discussão do grupo sobre o conteúdo do problema, cada um dos integrantes 
organizou sua própria solução com o auxílio dos materiais de contagem. Sob a orientação do 
pesquisador, a discussão do grupo realizou a análise semântica do enunciado com identificação 
das quantidades envolvidas e de suas relações matemáticas.  
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Terminada a execução da tarefa os participantes foram solicitados a contar o que fizeram 
e o resultado que obtiveram. Durante as apresentações coube ao pesquisador indicar e reforçar 
aspectos diretamente relacionados à estrutura multiplicativa e à posição da incógnita dos 
problemas (se a gente fosse resumir o problema o que se poderia dizer sobre o que o problema 
contava e o que o problema não contava e vocês tiveram que descobrir; como a gente pode 
contar de forma bem resumida o que vocês fizeram com as informações que o problema contou 
para poder descobrir o que ele pedia?).  
Apresentou-se, em seguida, outro problema multiplicativo de mesmo tipo para leitura, 
discussão e resolução em grupo. Nesta tarefa os alunos foram solicitados a trabalhar em conjunto 
como se fossem os personagens da história que estivessem resolvendo mais um desafio de sua 
viagem, seguindo suas próprias regras e seu jeito de fazer as coisas. Durante a execução da 
atividade as intervenções do pesquisador tiveram o sentido de, quando necessário, redirecionar o 
grupo para a tarefa (parece que o grupo está precisando lembrar um pouco o desafio a ser 
resolvido, se o grupo ler novamente o problema vai perceber alguma diferença entre o que está 
fazendo e o que foi pedido), evitar o monopólio de atuação de alguns alunos e incentivar a 
participação de todos (parece que nem todos os alunos do grupo estão participando da atividade, 
para que o pacto funcione todos os alunos devem participar de todas as atividades), estimular o 
uso de outros tipos de materiais disponíveis (parece que o grupo não está utilizando todo o 
material que dá para utilizar nesta tarefa; alguns materiais ainda não foram utilizados e talvez 
possam ajudar mais na solução do problema, um mesmo material pode ser usado de maneiras 
diferentes, que tal o grupo tentar outros jeitos de usar o material?), estimular a busca de outras 
formas de solução para o problema (todos os problemas podem ter mais de uma solução, que tal 
o grupo descobrir uma solução diferente para este?), apontar alguma incongruência ou 
contradição na organização da resposta (se o grupo observar bem vai perceber que alguma(s) 
informação(s) fornecida pelo problema não está combinando com o que o grupo está fazendo).  
Um registro individual e livre do que foi feito nas atividades foi solicitado ao grupo. Cada 
participante escolheu a forma e os materiais necessários para o seu registro valendo-se de 
desenho ou escrita. Os registros dos procedimentos de resolução tomaram a forma de um relato 
de viagem no qual os personagens vividos pelos alunos contaram os problemas e as soluções 
encontradas. Ao final, os registros individuais foram apresentados ao grupo e arquivados no 
“Diário de Aventuras” de cada participante. 
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2a e 3a sessões de intervenção 
Em cada uma destas sessões apresentou-se a continuidade da história em quadrinhos 
contendo problemas multiplicativos do mesmo tipo do encontro anterior (Apêndice D). As 
sessões seguiram a mesma dinâmica da primeira, com alteração apenas na última: após a 
apresentação do registro dos procedimentos de resolução, o pesquisador sugeriu a escolha de um 
algoritmo matemático para sua representação. Sugeriu-se a escolha de alguma continha que já 
tivesse sido ensinada pela escola e que fosse capaz de representar adequadamente o que cada 
problema contou e perguntou em seu enunciado.  
4a, 5a e 6a sessões de intervenção 
A partir da 4ª sessão, e nas duas seguintes, foram apresentados problemas com outra 
estrutura multiplicativa: divisão-partição (Apêndice D). A dinâmica das sessões manteve-se a 
mesma das anteriores, incluindo a solicitação de um registro com uso de algoritmo matemático 
apenas na última delas.  
7a, 8a e 9a sessões de intervenção  
Nestas três sessões foram apresentados problemas com estrutura multiplicativa de tipo 
divisão-quotição. A dinâmica das sessões anteriores foi mantida, realizando-se no último 
encontro a apresentação do final da história em quadrinhos com o encerramento dos desafios 
vividos pelos personagens (Apêndice D)20. Durante a realização da intervenção alguns grupos 
receberam folhas extras contendo novos problemas vividos pelos personagens até completar o 
número de sessões estabelecido na metodologia (Apêndice G).  
Descrição das atividades de intervenção do GE2 (1,a 2a, 3a, 4a, 5a, 6a, 7a, 8a e 9a)  
De modo geral, o desenvolvimento das sessões deste grupo foi o mesmo ocorrido na 
intervenção psicopedagógica realizada no GE1. Como no GE2 a posição da incógnita nos 
enunciados dos problemas foi definida aleatoriamente: no dia anterior a cada sessão sorteou-se o 
tipo de problema e a incógnita a ser apresentada ao grupo (Apêndices e, f). Os sorteios foram 
sempre realizados entre três opções de continuidade da história, conforme a apresentação da 
incógnita no enunciado. Cada tipo de problema foi apresentado ao grupo não mais do que dois 
dias seguidos e não mais do que três dias no total. Quando trabalhados dois dias seguidos, o 
problema era temporariamente retirado das opções de sorteio até que os outros dois tipos 
tivessem sido abordados pelo menos uma vez cada um. No caso de ter sido trabalhado três vezes, 
determinado tipo de problema era retirado definitivamente do sorteio. O procedimento adotado 
assegurou que nenhum dos tipos de problemas deixou de ser trabalhado e, ao mesmo tempo, que 
                                                          
20 O mesmo encerramento foi feito com o GE2. 
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cada um o foi no mínimo duas vezes durante o processo de intervenção. Solicitou-se registro com 
algoritmo pelo menos uma vez para cada tipo de problema.  
• material 
As sessões de intervenção utilizaram como recursos didátcos: revista em quadrinhos com 
apresentação dos personagens; páginas avulsas com a continuidade da história em quadrinhos e 
apresentação de situações-problema; objetos (pinos) de plástico em quantidades para 
manipulação e contagem; e material escolar variado (papel, lápis, canetas hidrográficas, giz de 
cera, papéis coloridos de diferentes texturas, cola, tesoura, etc.). 
• Etapas e cronograma de desenvolvimento do experimento  
O experimento foi desenvolvido em sete etapas durante um período de seis meses 
consecutivos. A primeira etapa foi executada em aproximadamente três meses, julho a setembro; 
a segunda e terceira etapa, durante o mês de setembro, e as demais entre o final de setembro e as 
primeiras semanas de dezembro de 2000, descritas a seguir.  
1a etapa: 
1. Contato com a Secretaria Estadual de Educação do Estado do Paraná e as três escolas 
indicadas para a pesquisa (escolas A, D e O). 
2. Seleção e treinamento de 11 auxiliares de pesquisa (5 alunas do 2º ano, 4 alunas do 3º 
ano e 1 ex-aluna do curso de Pedagogia, 1 ex-aluna do curso de Psicologia) para 
aplicação dos testes individuais da amostra. Foram realizados 5 encontros para 
treinamento das auxiliares num total de 10 horas de trabalho. As sessões de 
treinamento consistiram na demonstração das provas e protocolos a serem aplicados, 
organização do cronograma de execução do trabalho e na distribuição dos materiais de 
pesquisa.  
2a etapa: 
1. Aplicação de provas em todos os alunos de 4ª série (420 sujeitos) das escolas 
selecionadas para seleção da amostra: teste de matemática e teste de compreensão de 
leitura. 
2. Correção e pontuação das provas de seleção da amostra. 
3. Seleção dos sujeitos em condições de compor a amostra a partir da composição dos 
resultados: desempenho satisfatório em compreensão de leitura (60% ou mais de 
acertos) e desempenho insatisfatório em matemática (60% ou menos de acertos). 
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3a etapa: 
1. Sorteio de 120 sujeitos para composição da amostra entre os que atenderam aos 
critérios estabelecidos na pesquisa. Foram realizados sorteios sucessivos do mesmo 
tanto de alunos de cada classe de 4ª série até chegar ao total necessário para a 
amostragem. 
2. Composição do grupo controle GC (60 sujeitos) e do grupo experimental GE (60 
sujeitos) por meio de sorteio entre os sujeitos já selecionados para compor a amostra.  
3. Composição dos subgrupos experimentais GE1 (30 sujeitos) e GE2 (30 sujeitos) por 
meio de sorteio entre os sujeitos já selecionados para o GE. Para cada subgrupo 
experimental foram realizados sorteios sucessivos para formação de 6 grupos de 5 
alunos.  
4a etapa: 
1. Realização de pré-teste com a metade dos sujeitos da amostra, dividida a partir desta 
etapa em duas metades (30 alunos do GC e 30 alunos do GE – dividido, ainda, em 15 
alunos do GE1 e 15 do GE2). A divisão da amostra foi realizada razões de ordem 
técnica, como o número de auxiliares de pesquisa e o número de salas de aula 
disponíveis nas escolas. O experimento foi desenvolvido intercalando-se cada uma das 
metades da amostra, de forma que o trabalho com a segunda metade foi iniciado 
somente quando a intervenção psicopedagógica com a primeira estava se encerrando 
(para iniciar-se a execução dos pós-testes).  
5a etapa: 
1. Realização das sessões de intervenção psicopedagógica com o grupo experimental 
(GE). Em cada grupo foram realizadas 9 sessões com duração de 60 min., durante três 
semanas contínuas, numa periodicidade de três vezes por semana.  
6a etapa: 
1. Realização de pós-teste com os alunos que realizaram o pré-teste, GE e GC.  
7a etapa: 
1. Realização de pós-teste postergado com os alunos que realizaram o pós-teste 1, GE e 
GC. 
  
124 
Cronograma do experimento: 
Atividades Semanas 
 1ª 2ª 3ª 4ª 5ª 6ª 7ª 8ª 9ª 10ª 
Pré-teste – 1ª parte           
Intervenção psicopedagógica           
Pós-teste            
Pós-teste postergado            
Pré-teste – 2ª parte           
Intervenção psicopedagógica           
Pós-teste            
Pós-teste postergado            
 
Procedimentos de análise dos dados 
Os dados coletados junto à amostra foram analisados sob duas perspectivas: uma análise 
de caráter preponderantemente quantitativa, e outra qualitativa. Iniciou-se o trabalho com uma 
análise descritiva das notas das provas de problemas e piagetianas. Os dados foram organizados 
em escalas de intervalo para identificação da freqüência dos eventos produzidos pela amostra, 
tanto em valores absolutos quanto relativos. Os intervalos de classes (com abertura a direita) 
serviram de base para a determinação de medidas de tendência central e de dispersão (médias 
aritméticas e desvio padrão) de cada um dos grupos em cada teste (pré, pós 1 e pós 2).  
Uma segunda abordagem dos dados foi realizada aplicando-se um teste estatístico 
paramétrico (teste t) para confirmar-se a melhoria ou não do desempenho dos sujeitos dos dois 
grupos da amostra, controle e experimental, e dos dois grupos experimentais. O teste t pareceu o 
mais adequado para atender aos objetivos do trabalho, pois, é normalmente utilizado para 
determinar se as amostras diferem ou assemelham-se significativamente dos resultados esperados 
pelo pesquisador, e pré-formulados nas hipóteses da pesquisa. Os procedimentos estatísticos 
desenvolvidos permitiram também verificar a melhoria de desempenho dos sujeitos do grupo 
experimental em relação à intervenção psicopedagógica realizada no experimento.  
A verificação da melhoria do desempenho da amostra no conteúdo de resolução de 
problemas multiplicativos foi realizada a partir da comparação dos resultados individuais dos três 
testes (pré, pós 1 e pós 2) de cada prova realizada pelos alunos. Para comparar o desempenho da 
amostra nos conteúdos de aritmética e provas piagetianas, antes e depois da realização da 
intervenção psicopedagógica, optou-se pela realização de um teste de hipóteses para a diferença 
das médias. As notas individuais foram analisadas em pares: do pré-teste e pós-teste 1; pós-teste 
1 e pós-teste postergado; pré-teste e pós-teste postergado. Em cada um dos pares de dados, o 
valor da primeira amostra associou-se ao respectivo valor da segunda. A determinação da 
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diferença entre os vários pares de valores e de sua média permitiu a neutralização da influência 
das variáveis dos sujeitos sobre as notas obtidas. Os dados fornecidos pelos testes determinaram a 
influência das variáveis relacionadas ao experimento sobre o desempenho dos alunos 
(intervenção psicopedagógica realizada com os grupos experimentais e experiência física com o 
material e situação experimental vivenciada pelo grupo controle).  
A partir da afirmação que se desejou testar foram definidas duas hipóteses estatísticas:H 0 , 
uma hipótese nula, segundo a qual a média das diferenças das notas seria igual a zero, ou seja, os 
sujeitos apresentariam notas equivalentes nos dois testes e, portanto, não teriam melhorado seu 
desempenho durante o experimento; e H1, uma hipótese alternativa, segundo a qual a média das 
diferenças seria menor que zero, ou seja, os sujeitos apresentariam no segundo teste notas 
maiores que as do primeiro definindo como negativa a média das diferenças. 
⎩⎨
⎧
<
=
01
00
:
:
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Um nível de significância 0,05 (α) foi pré-fixado para a rejeição ou não de 0H . A partir 
do valor da estatística observada na amostra encontrou-se a probabilidade (probabilidade de 
significância p-valor) de ocorrer amostras com valores mais extremos do que o valor estimado. A 
probabilidade obtida (p-valor) comparada ao valor de α permitiu a rejeição ou não de H0. 
Rejeitou-se a hipótese nula para aqueles níveis de significância cujos valores foram maiores que a 
probabilidade calculada. A conclusão obtida em cada procedimento estatístico foi indicada no 
texto por meio do p-valor encontrado (o p-valor é indicado entre parênteses). Para as hipóteses 
definidas em relação às notas das provas de resolução de problemas um p-valor maior que α 
indicou a baixa probabilidade do valor da estatística situar-se na região de rejeição de H0, cuja 
chance de rejeição foi muito pequena; um p-valor menor que α indicou a alta probabilidade do 
valor da estatística situar-se na região de rejeição de H0, cuja chance de rejeição foi bastante alta. 
Procedimentos de comparação similares a este foram realizados com as notas das provas 
piagetianas dos três domínios cognitivos: correspondência dupla e multiplicação numérica, 
permutas e matrizes.  
Foi verificado também o desempenho dos dois grupos experimentais, GE1 e GE2, 
utilizando-se procedimentos estatísticos de comparação das médias de cada grupo. Neste caso, os 
procedimentos não exigiram o emparelhamento dos dados estimados, uma vez que as notas a 
serem comparadas referiam-se a sujeitos pertencentes a grupos amostrais diferentes. Foram 
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definidas duas outras hipóteses estatísticas para execução destes procedimentos: H 0 , que afirmou 
a igualdade das médias dos dois grupos; e H1, que afirmou a diferença das médias de GE1 e GE2.  
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Um terceiro procedimento estatístico foi executado com o objetivo de verificar a 
existência de correlação entre as variáveis (pré-teste, pós-teste 1 e pós-teste postergado) 
associadas ao desempenho dos sujeitos em resolução de problemas multiplicativos e em 
operatoriedade (domínio de correspondência dupla e multiplicação numérica, permutas e 
matrizes). Este procedimento foi desmembrado em dois objetivos: verificar o quantum de 
correlação existente entre as variáveis e explicar a estrutura destas correlações. O primeiro 
objetivo foi atingido por meio da obtenção dos coeficientes de correlação das variáveis estudadas. 
Foram consideradas fortemente correlacionadas as variáveis que apresentaram coeficiente igual 
ou acima de 70%. 
Para a consecução do segundo objetivo foi realizada uma análise fatorial por componentes 
principais (ACP). Esta análise buscou explicar a estrutura das correlações entre as variáveis 
estudadas com poucas combinações lineares destas variáveis, que representaram a variabilidade 
total do sistema. Identificou primeiro a função que melhor discriminou os objetos (componente 
ou fator 1) e, em seguida, derivou a função ortogonal (perpendicular) dessa primeira função 
(componente ou fator 2). No sistema de coordenadas, a distinção entre os objetos se fez por meio 
de suas medidas nos eixos. Essas medidas foram denominadas cargas de saturação, e sua unidade 
foi a menor distância entre dois pontos. 
A representação gráfica dos fatores em duas dimensões permitiu a localização dos grupos 
de variáveis que mais se assemelharam, formando agrupamentos por proximidade geométrica. Os 
dados foram interpretados a partir das informações disponíveis sobre as medidas originais, isto é, 
sobre o comportamento das variáveis originais dentro dos grupos identificados. A análise 
permitiu identificar a influência das variáveis estudadas sobre o sistema cognitivo, em particular, 
sobre o crescimento dos sujeitos nas provas de resolução de problemas multiplicativos e a 
ocorrência de mudanças cognitivas em um dos três domínios operatórios investigados.  
 
 
 
 
  
127 
 
 
CAPÍTULO 3 
 
ANÁLISE E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 
 
 
 
3.1 QUANTO À RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS MULTIPLICATIVOS 
 
Notas dos testes de problemas multiplicativos  
 
Grupos de pesquisa GE e GC 
Os resultados dos testes de problemas confirmaram a hipótese da pesquisa sobre a 
melhoria do desempenho dos alunos que sofreram intervenção psicopedagógica. O grupo 
experimental (GE) não somente melhorou seu desempenho em termos de aumento no número de 
acertos nos problemas, como também modificou suas estratégias de resolução. Os alunos que 
iniciaram o experimento utilizando com correção algoritmos canônicos mantiveram-nos nos pós-
testes, enquanto os que utilizaram respostas em branco ou incorretas no pré-teste passaram a 
utilizar algoritmos inventados ou convencionais com correção no final do experimento.  
No pré-teste (Gráfico 1) o GE apresentou uma freqüência ligeiramente superior ao grupo 
controle (GC) nas faixas inferiores de notas. Na faixa entre 0 e 2 o GE apresentou 13% (6) de 
acertos contra 11% (7) do GC; na faixa entre 2 e 4 o GE apresentou 24,4% (11) contra 20% (12) 
do GC. O GC mostrou um desempenho superior ao GE na faixa intermediária entre 4 e 6 e na de 
notas mais altas, entre 8 e 10: na primeira, o GC obteve 23,3% (14) de freqüência contra 13% (6) 
do GE; e na segunda, 3,3% (2) contra 2,2% (1) do GE. Na faixa de notas entre 6 e 8 os grupos 
apresentaram resultados bastante próximos: GE, 46,6 (21) e GC, 41,6 (25).  
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Gráfico 1: Notas do pré-teste de problemas multiplicativos – GE e GC 
 
No primeiro pós-teste (Gráfico 2) realizado após a intervenção psicopedagógica a maioria 
da amostra situou-se entre as notas 6 e 8. O GE, porém, ultrapassou os resultados do GC, 46,6% 
(28), obtendo 53,3% (24) de freqüência. Além disso, o GE apresentou migração mais intensa em 
todas as faixas de notas e aumento de freqüência nas notas mais altas. Nas notas, entre 8 e 10, o 
GE obteve um crescimento de 2,2% (1) no pré-teste para 11,1% (5) no pós-teste 1; na faixa 
intermediária, entre 4 e 6 passou de 13% no pré-teste para 20% (9) no pós-teste 1. Reduziu a 
freqüência das notas mais baixas: entre 0 e 2 passaram de 13% no pré-teste para 4,4% (2) no pós 
1; e, entre 2 e 4 de 24,4% para 8,8% (4). No GC, pelo contrário, com exceção das faixas entre 0 e 
2 e 4 e 6, que diminuíram de 11% (7) e 23,5% (14) para 8,3% (5) e 21,6% (13), e da faixa entre 6 
e 8 que apresentou crescimento, de 41,6% (25) para 46,6% (28), as outras faixas de notas 
mantiveram os resultados do primeiro teste. As notas entre 2 e 4, bem como a faixa de notas mais 
altas, situadas entre 8 e 10, apresentaram o mesmo resultado do pré-teste: 20% (12) e 3,3% (2), 
respectivamente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gráfico 2: Notas do primeiro pós-teste de problemas multiplicativos – GE e GC 
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No segundo pós-teste (Gráfico 3), realizado quinze dias após o primeiro, os resultados do 
GE mantiveram-se à frente do GC, evidenciando um maior crescimento no número de acertos. As 
notas entre 6 e 8 foram as que mais cresceram, 53,3% no pós-teste 1 para 62,2% (28) no pós-teste 
2, evidenciando um movimento de aglutinação do GE ao redor destas notas. Este movimento 
expressa uma tendência de homogeneização das notas do GE nesta faixa mais alta de notas. As 
notas inferiores, entre 0 e 2 e 2 e 4, apresentaram freqüência abaixo da alcançada no pré-teste 
(6,6% e 13,3%, respectivamente). As notas entre 4 e 6 diminuíram sua freqüência de 20% (9) 
para 15,5% (7), superior, ainda assim, à obtida no pré-teste. E as notas mais altas, entre 8 e 10, 
tiveram a freqüência reduzida de 11,1% (5) no primeiro pós-teste para 2,2% (1) no segundo, 
retornando ao índice alcançado no pré-teste. As notas mais baixas do GC, entre 0 e 2, quase 
duplicaram a freqüência no pós-teste 2, passando de 8,3% (5) para 15% (9). As notas entre 2 e 4 e 
4 e 6 diminuíram a freqüência entre os dois pós-testes: a primeira passou de 20% (12) para 16,6% 
(10); e a segunda, de 21,6% (13) para 3,3% (2). E a faixa de notas mais altas, entre 8 e 10, 
obteveram um certo aumento de freqüência, passando de 3,3% (2) no pré e pós-teste 1 para 6,6% 
(4) no segundo pós-teste. 
Gráfico 3: Notas do segundo pós-teste de problemas multiplicativos – GE e GC 
 
Do ponto de vista estatístico, o crescimento do GE foi significativamente maior 
(p=0,0001entre pré-teste e pós-teste 1, p=0,002 entre pré-teste e pós-teste 2)21 que o do GC, 
considerado não significativo (p=0,18 entre pré e pós-teste 1; p=0,17 entre pré e pós-teste 2; 
p=0,47 entre os dois pós-testes). Os dados demonstram que o aumento do número de acertos do 
GE foi decorrente da variável controlada na pesquisa: a intervenção psicopedagógica realizada 
com o grupo. Estes resultados são consistentes com os de pesquisas anteriores, cujas intervenções 
didáticas apresentaram características similares às desta. Os estudos de McIntosh (1998), Whitin 
                                                          
21 A abreviação (p-valor) indica a probabilidade de rejeição ou não da hipótese nula do teste estatístico e sua 
obtenção está descrita na p.125 do capítulo referente à Metodologia da pesquisa.  
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e Whitin (1998), Baek (1998), Case e Sandieson (1988), Wearne e Hibert (1988), desenvolvidos 
com a mesma faixa etária, tiveram como ponto comum com o presente experimento a 
reconstrução do esquema multiplicativo e a retomada do saber informal dos alunos. Estudos com 
abordagem semelhante, mas com faixa etária menor (Mulligan, 1992) ou mais avançada (West e 
Kaput, 1994) obtiveram os mesmos resultados. 
No pré-teste, o GE, em sua maioria, não apresentou domínio das estruturas simples da 
multiplicação ou não as tinha disponível em seu sistema cognitivo na forma de algoritmos 
numéricos. O desempenho do grupo foi inferior ao encontrado por Zunino (1995) entre alunos de 
terceira e quinta séries: resolução correta da maioria dos problemas multiplicativos com 
utilização de algoritmos convencionais. Seu desempenho foi também inferior ao encontrado por 
Vergnaud (1988) e Schwartz (1981) segundo os quais a propriedade isomórfica da multiplicação 
é dominada até o final das quatro primeiras séries elementares. O nível de acertos do GE foi 
compatível, porém, com os dados fornecidos pela avaliação nacional do rendimento escolar da 
quarta série – SAEB – Sistema de Avaliação da Educação Básica (INEP, 2000)22. Segundo estes 
dados os alunos da região sul, incluindo os do Estado do Paraná, em que foi realizada a pesquisa, 
têm se mantido em um nível de rendimento abaixo do esperado para o final da quarta série 
elementar. Nas avaliações dos anos de 1997 e 1999 apresentaram um nível de rendimento entre 
175 a 225 pontos. Conforme esta pontuação, o aluno demonstra domínio na resolução de 
problemas que envolvem as operações de adição e subtração, mas não ainda de multiplicação e 
divisão.  
O aumento do número de acertos nos dois pós-testes mostrou os progressos do GE na 
formação do esquema multiplicativo. A correção das respostas acompanhada da escolha 
adequada dos algoritmos evidenciou a existência de uma relação homomórfica entre a estrutura 
matemática dos problemas, os procedimentos de resolução utilizados pelos sujeitos nos testes e 
sua representação simbólica (Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1993; Sinclair e Sinclair, 1986). 
Relacionados desta maneira conceitos e procedimentos multiplicativos transformaram-se durante 
o processo de intervenção em recursos disponíveis no sistema cognitivo dos sujeitos. A 
estabilidade destes ganhos – entre os dois pós-testes as notas do grupo experimental foram 
mantidas (p=0,08) – facilita a conclusão de que o GE tenha se tornado competente na tarefa de 
resolução de problemas, como resultado da intervenção psicopedagógica (Perrenoud, 1999; Coll, 
1999). Segundo os dados do SAEB, a competência dos alunos do GE nesta tarefa situa-os no 
                                                          
22 Os dados do SAEB realizado em 2001 não foram publicados pelo Ministério da Educação até o término deste 
trabalho. 
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nível de rendimento entre 225 e 275 pontos, um nível acima do apresentado pelos alunos de 
quarta série nas últimas duas avaliações oficiais, e compatível com os resultados obtidos pelo GE 
nos dois pós-testes da pesquisa. 
A identificação dos alunos que mais se beneficiaram da intervenção psicopedagógica 
realizada no GE confirma sua importância como fator de aprendizagem. Os alunos que obtiveram 
um maior crescimento foram os que iniciaram o experimento com notas mais baixas. As notas 
inferiores, entre 0 e 2, tiveram sua freqüência reduzida para a metade: entre o pré-teste e o 
primeiro pós-teste passaram de 13% (6) para 4,4% (2), e no segundo, para 6,6% (3). As notas 
entre 2 e 4 reduziram drasticamente sua freqüência entre o pré-teste e o primeiro pós-teste, de 
24,4% (11) para 8,8% (4), mantendo-a em 13,3% (6) no segundo pós-teste (Gráficos 1, 2 e 3). O 
crescimento dos alunos mais fracos do GE foi resultado da intervenção psicopedagógica realizada 
como o grupo, confirmando a possibilidade de melhoria do desempenho deste aluno com 
condições insatisfatórias de aprendizagem por meio de programas didáticos especiais realizados 
dentro da estrutura escolar. Como indicado anteriormente pela literatura (Whitin e Whitin, 1998; 
Coll, 1999; Nunes e Bryant, 1997; Wearne e Hiebert, 1988; Case e Sandieson, 1988; Leymone e 
Tremblay, 1986) tais programas são altamente benéficos a este tipo de aluno.  
Os resultados do GC (Gráficos 2 e 3) foram opostos aos do GE. Os alunos que mais 
cresceram durante o experimento foram os que já se encontravam nas faixas médias e superiores 
de notas no pré-teste. As mais altas entre 6 e 8 e entre 8 e 10, passaram de 41,6% para 56,6% e de 
3,3% para 6,6%, respectivamente, entre o pré-teste e o pós-teste 2. As notas entre 4 e 6 sofreram 
redução sugerindo um movimento retardado do grupo em direção a outros níveis de desempenho. 
As notas mais baixas, entre 0 e 2, tiveram sua freqüência aumentada entre o pré e o pós-teste 2, 
de 11% (7) para 15% (9), e as notas entre 2 e 4 reduziram sua freqüência de 20% (12) para 16,6% 
(10). 
As médias das notas do GE confirmam sua vantagem frente ao GC. Embora os dois 
grupos tenham começado o experimento com médias bastante próximas, 4,96 (dp.2,14)23 do GE e 
4,93 (dp.4,93) do GC, nos dois pós-testes as médias alcançadas pelo GE foram superiores às do 
GC. No pós-teste 1, o GE obteve média de 6,17 (dp.2,05) contra 5,12 (dp.2,06) do GC; no pós-
teste postergado o GE obteve 5,78 (dp.1,98) contra 5,14 (dp.2,57) do GC. No pré-teste e primeiro 
pós-teste as notas do GE apresentaram uma maior dispersão em torno da média, e uma discreta 
aglutinação, no segundo pós-teste. A tendência de aglutinação das notas no último teste sugere 
uma melhoria geral do desempenho do GE cujas notas, no final do processo de intervenção, 
passaram a se concentrar mais fortemente em torno da média. No GC a uma concentração 
                                                          
23 A abreviação (d.p.) significa desvio padrão e foi utilizada para facilitar a leitura do texto. 
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abrupta das notas entre o pré e o pós-teste 1, seguiu-se a manutenção dos valores do primeiro, no 
segundo pós-teste. O comportamento do GE, em oposição ao GC, pode ser considerado mais uma 
evidência da aprendizagem realizada, bem como de sua estabilização como esquemas 
assimiladores disponíveis no sistema cognitivo dos sujeitos (Becker, 1999; Coll, 1999; 
Perrenoud, 1999).  
As características construtivas da intervenção psicopedagógica realizada no GE podem 
explicar a repercussão do experimento sobre os alunos considerados mais fracos. A não resolução 
dos problemas ou sua resolução incorreta no início do experimento evidenciaram uma construção 
incipiente do esquema multiplicativo por parte dos alunos. A utilização inadequada de algoritmos 
convencionais denuncia a inexistência de uma relação homomórfa entre invariantes matemáticos, 
representação simbólica convencional e situação-problema. A oportunidade de resolver os 
problemas multiplicativos com livre escolha de estratégias (de contagem com uso de materiais de 
manipulação, desenho, escrita ou algoritmos numéricos) ofereceu aos sujeitos a oportunidade de 
reconstruir o esquema multiplicativo a partir do estágio em que se encontravam. Durante a 
intervenção, aos sujeitos situados em um nível pré-operatório de construção da multiplicação, o 
suporte material ofereceu a possibilidade de realizar as experiências lógico-matemáticas ainda 
necessárias à elaboração do esquema. Aos sujeitos situados em um nível operatório de construção 
do esquema multiplicativo, mas que haviam abandonado a lógica de seu pensamento em prol da 
lógica do professor e dos algoritmos canônicos, foi possível resgatá-la e conectá-la aos problemas 
escolares e aos procedimentos e sistemas de representação convencionais (Ruiz e Bellini, 2001). 
De uma ótica construtivista a melhoria do desempenho do GE pode ser explicada por esse 
processo de reconstrução do esquema multiplicativo. Uma nova relação entre procedimento de 
resolução, representação simbólica e situação-problema foi estabelecida pelos sujeitos por 
intermédio do pensar algorítmico desenvolvido na intervenção psicopedagógica. Neste processo, 
estratégias intuitivas temporariamente abandonadas foram recuperadas e algoritmos 
convencionais já aprendidos foram reconceitualizados pelos alunos (Vergnaud, 1988; Greer, 
1988). Os resultados confirmam a possibilidade de modificação dos procedimentos de resolução 
de alunos que receberam instrução formal do conteúdo através de uma intervenção escolar 
didática, como mostra a literatura (Whitin e Whitin, 1998; Baek, 1998; Wearne e Hiebert, 1988; 
Case e Sandieson, 1988). O modelo didático-didático desenvolvido na intervenção permitiu a 
formação de uma aritmética funcional, imediatamente útil aos sujeitos por ser facilmente e 
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adequadamente mobilizada na resolução de problemas, como demonstra o crescimento do 
número de acertos do GE. 
Embora não significativo estatisticamente, o crescimento do GC aponta para alguns 
aspectos psicopedagógicos relevantes de seu desempenho. Como os resultados não permitem 
apontar os fatores determinantes de seu desempenho, o contato com o conteúdo da multiplicação 
e as condições de aprendizagem dos alunos sobre o tema parecem ser os mais prováveis. O 
aumento no número de acertos dos problemas parece ter sido favorecido pela inserção dos alunos 
deste grupo no ambiente escolar, por suas experiências multiplicativas informais, e pelo contato 
com o conteúdo de multiplicação oferecido pelos testes de problemas. Por outro lado, as 
características dos alunos do GC, que mais se beneficiaram do experimento, indicam a 
continuidade espontânea da construção da multiplicação como um fator de razoável influência 
sobre o seu crescimento. 
 Para estes alunos que já apresentavam melhores resultados nos pré-testes da pesquisa a 
continuidade do processo de construção do conceito da multiplicação ocorreu de forma 
independente de uma intervenção didática especial, como a ocorrida no GE. O nível de 
construção do conceito da multiplicação, em que os alunos se encontravam no primeiro teste, não 
exigiu uma intervenção desta natureza para dar continuidade ao processo. A construção cognitiva 
seguiu seu curso espontâneo mediante os contatos com o conteúdo de multiplicação que os 
alunos tiveram e que teriam normalmente, mesmo não participando do experimento. A não ser 
pelos testes de problemas, o GC seguiu o curso convencional de aprendizagem da multiplicação 
dentro e fora da escola. Além destes fatores, parece ter contribuído para a melhoria do 
desempenho do GC, do mesmo modo que para o GE, as condições satisfatórias de leitura e 
compreensão textual dos alunos, selecionados para a amostra da pesquisa a partir deste critério. A 
possibilidade de influência desta variável sobre o processo de resolução de problemas dos dois 
grupos experimentais apóia-se em dados de estudos anteriores (Le Blanc e Weber-Russel, 1996; 
Sisto et al., 1994; Fini et al., 1994; Clarkson, 1991) realizados com alunos das quatro primeiras 
séries elementares. 
 
Grupos experimentais GE1 e GE2  
Após a intervenção psicopedagógica, a comparação do desempenho dos grupos 
experimentais GE1 e GE2 revelou um crescimento equivalente de ambos. Nos dois grupos 
ocorreu um aumento significativo do número de acertos entre a aplicação do pré-teste e o pós-
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teste 1 (p=0,002 no GE1; p=0,009 no GE2), e entre o pré-teste e o pós-teste 2 (p=0,04 no GE1; 
p=0,01 no GE2). Entre os dois pós-testes os grupos não apresentaram aumento significativo de 
acertos (p=0,11 no GE1; p=0,24 no GE2). A diferença entre os dois grupos em relação ao 
aumento do número de acertos mostrou-se estatisticamente não significativa (p=0,39).  
A melhoria equivalente do desempenho dos dois grupos experimentais não permite 
relacionar-se a variável ordem de apresentação da incógnita dos problemas aos resultados dos 
testes. Os resultados mostraram-se independentes das características peculiares das intervenções 
psicopedagógicas desenvolvidas em cada um dos grupos. Embora a literatura (Nunes e Bryant, 
1997; Vergnaud, 1994; Kouba, 1989) tenha demonstrado a importância da posição das 
quantidades conhecidas e desconhecidas no desempenho dos sujeitos, os dados não confirmam a 
hipótese deste experimento sobre a influência da ordem de apresentação da incógnita na 
aprendizagem de problemas multiplicativos. Tomando como referência o número de acertos dos 
grupos experimentais, ambos parecem ter aprendido o mesmo tanto sobre o conteúdo, apesar da 
ordem diferente de apresentação da incógnita em cada um deles. Os resultados mostram que, 
aliado ao processo de re-elaboração de estratégias intuitivas e convencionais, o exercício das 
habilidades e técnicas aprendidas na intervenção transformou-as em recursos disponíveis para o 
uso estratégico em novas situações. Graças à estabilidade da aprendizagem adquirida, os alunos 
dos grupos experimentais tornaram-se competentes na resolução de problemas multiplicativos 
(Perrenoud, 1999; Pozzo e Echeverría, 1998; Vergnaud, 1990). 
Apesar dos resultados mostrarem um crescimento equivalente dos dois grupos 
experimentais, certas diferenças de comportamento parecem ser creditadas ao tipo de intervenção 
a que cada um foi submetido. O GE2 (Gráfico 4), cujos problemas tiveram a incógnita 
apresentada aleatoriamente, caracterizou-se por um movimento bastante intenso de migração das 
notas mais baixas para as mais altas. Neste movimento as notas distribuíram-se em diferentes 
faixas sem aglutinação em nenhuma delas. Os três intervalos inferiores, de 0 a 1,5, de 1,5 a 3 e de 
3 a 4,5, apresentaram redução de freqüência: de 22,7% (5) para 9% (2) e 13,6% (3); de 9% (2) no 
pré e pós-teste 1 para 4,5% (1); e de 22,7% (5) para 9% (2) e 9% (2), respectivamente. Os 
intervalos entre 4,5 e 6 e entre 6 e 7,5 tiveram sua freqüência aumentada do pré ao pós-teste 
postergado: de 13,6% (3) para 27,2% (6) e 22,7% (5), no primeiro intervalo; e de 13,6% (3) para 
18,1% (4) e 31,8% (7), no segundo. As notas entre 6 e 7,5 foram as de crescimento mais regular e 
contínuo ao longo dos três testes. O intervalo entre 7,5 e 9, embora tenha tido sua freqüência 
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aumentada no pós-teste 1, 27,2% (6), retomou o mesmo nível do pré-teste no pós-teste 
postergado, 18,1% (4). 
 
Gráfico 4: Notas dos três testes de problemas multiplicativos – GE2 
 
No GE1 (Gráfico 5), cujos problemas tiveram a incógnita apresentada em uma ordem pré-
definida, em oposição ao GE2, as notas aglutinaram-se gradativamente em torno de um mesmo 
intervalo, entre 6 e 8: 60,8% (14) no pré-teste, 69,5% (16) no pós 1, e 73,9% no pós-teste 2. Os 
intervalos de notas entre 4 e 6 e 8 e 10 aumentaram sua freqüência no primeiro pós-teste e a 
reduziram no pós-teste postergado para percentuais próximos aos do pré-teste: 13% (3), 17,3% 
(4) e 8,6% (2); e 4,3% (1), 8,6% (2) e 4,3% (1), respectivamente. As notas mais baixas, entre 0 e 
2, tiveram sua freqüência reduzida para zero nos dois pós-testes; e entre 2 e 4, redução para zero 
no pós-teste 1 e aumento para 13% (3) no segundo pós-teste. 
Gráfico 5: Notas dos três testes de problemas multiplicativos – GE1  
 
A diferença de comportamento dos dois grupos experimentais se estendeu aos benefícios 
da intervenção psicopedagógica a que cada um foi submetido. Os alunos com notas mais baixas 
obtiveram melhores resultados a partir da intervenção realizada no GE2 do que na do GE1. 
Alunos com notas inferiores a 4,0 foram os que mais se beneficiaram da aleatoriedade de 
apresentação da incógnita dos problemas vivenciada pelo GE2. A migração destas notas mais 
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baixas para as faixas mais altas foi maior do que a ocorrida no GE1 (Quadro 8). No GE2, alunos 
com notas entre 0 e 2 no pré-teste reduziram sua participação nesta faixa em 9,1%, passando de 
22,7% para 9,1% (2) no pós-teste 1 e 13,6% (3) no pós-teste 2; no GE1, esta redução foi bastante 
menor, de apenas 4,3%, passando de 4,3% (1) no pré-teste para 0% nos dois pós-testes. No GE2 
os alunos com notas entre 2 e 4, no pré-teste, migraram para faixas mais altas reduzindo sua 
freqüência neste intervalo em torno de 22,7% (5), passaram de 31,8% (7) no pré-teste para 9,1% 
(2) no pós-teste 2; enquanto no GE1, esta faixa teve uma redução de apenas 4,3% passando de 
17,4% (4) no pré-teste para 13,1% (3) no pós-teste 2.  
 
Quadro 8: Comparação da freqüência de notas nos testes de problemas multiplicativos – GE1 e 
GE2  
Notas Pré-teste Pós-teste 1 Pós-teste 2 
 GE1 GE2 GE1 GE2 GE1 GE2 
0 a 2 4,3% 22,7% 0% 9,1% 0% 13,6% 
2 a 4 17,4% 31,8% 0% 18,2% 13,1% 9,1% 
4 a 6 13,1% 13,6% 17,4% 27,3% 8,7% 27,3% 
6 a 8 60,9% 31,8% 69,6% 31,8% 73,9% 50% 
8 a 10 4,3% 0% 13% 13,6% 4,3% 0% 
 
Os alunos que obtiveram maiores benefícios da intervenção psicopedagógica realizada no 
GE2 foram os considerados pelas escolas com maior risco de reprovação. São estes os alunos 
que, de modo geral, desenvolvem nesta instituição um processo de aritmetização meramente 
formal, que não contribui de forma alguma para sua participação efetiva em uma comunidade 
matematizada (Coll, 1999; Kamii, 1998; Zunino, 1995). Para estes alunos a apresentação 
aleatória da incógnita dos problemas parece ter oferecido melhores condições de aprendizagem 
do que sua apresentação em uma ordem pré-determinada. Os dados sugerem que no GE2 os 
problemas matemáticos foram vivenciados de uma maneira mais construtiva do que no GE1. 
Neste grupo, a seqüência pré-determinada da posição da incógnita reproduziu a ordem 
convencional do ensino de problemas multiplicativos: primeiro os de tipo multiplicação, 
considerados mais fáceis, e depois os de divisão, mais difíceis. A apresentação do mesmo tipo de 
problema durante três sessões seguidas repetiu a rotina escolar baseada na fixação e treinamento 
de passos e regras de problemas-modelo.  
Os problemas apresentados na segunda e terceira sessão funcionaram como um exercício 
do método de resolução desenvolvido na primeira. A recuperação da estratégia utilizada no 
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primeiro problema foi suficiente para resolver os seguintes. Para aqueles com notas mais baixas e 
que, em tese, apresentavam mais dificuldades no conteúdo de multiplicação, esta forma de 
intervenção, ao repetir o funcionamento convencional da escola, não os auxiliou a reconstruir 
seus conceitos e procedimentos de resolução (Coll, 1999; Pozzo e Echeverría, 1998; Echeverría, 
1998). Os alunos acertaram a resolução dos novos problemas, mas parecem não os terem  
aprendido com significado. Para os alunos que se encontravam em um estágio mais avançado de 
construção do esquema multiplicativo a ordem de apresentação dos problemas foi indiferente à 
continuidade de sua elaboração.  
No GE2 a apresentação aleatória dos três tipos de problemas multiplicativos não 
reproduziu a ordem convencional do conteúdo escolar, e provocou obstáculos à repetição 
mecânica de estratégias de resolução já aprendidas. Nesta forma de intervenção, a tentativa de 
assimilar uma nova situação-problema ao modelo de resolução aprendido anteriormente tornou-
se, em geral, frustrada, obrigando os alunos a uma adaptação de seus esquemas conceituais e de 
procedimentos. As perturbações cognitivas ocasionadas pelo inesperado dos problemas 
promoveram a aprendizagem de sua estrutura matemática (Coll, 1999; Kamii e Dominick, 1998; 
Zunino, 1995; Steffe, 1994; Vergnaud, 1994). Para os alunos mais fracos, a tomada de 
consciência das dificuldades oferecida pela reprodução de algoritmos já aprendidos, bem como 
dos limites de seus esquemas conceituais e de procedimentos, permitiu a coordenação, 
diferenciação e produção de conhecimentos. Facilitados pelas características aleatórias da 
intervenção, os processos de tomada de consciência e de acomodação cognitiva resultaram em 
estratégias homomórfas às relações matemáticas presentes nos problemas e à representação 
simbólica da resolução efetuada. Nos dois pós-testes do GE2, os alunos mais fracos ativaram os 
procedimentos de resolução com maior competência do que o haviam feito no primeiro teste da 
pesquisa (Perrenoud, 1999; Coll, 1999; Pozzo e Echeverría, 1998; Vergnaud, 1990).  
A diferença estrutural de cada nova situação-problema apresentada no GE2, em relação à 
dominada na sessão anterior, tornou insuficientes os pequenos ajustes dos esquemas 
automatizados e rotinizados que os alunos mais fracos possuíam. Tais ajustes bastaram, porém, 
para a resolução de problemas de uma mesma classe, como os oferecidos no GE1 durante três 
sessões seguidas. Neste grupo, acomodações menores e diferenciação de esquemas por 
transferências analógicas foram suficientes para a resolução de problemas com uma única 
estrutura matemática. No GE2 a resolução de problemas com estrutura matemática diversa exigiu 
maior tempo e esforço dos alunos para a ativação de esquemas que acomodados, descombinados 
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e recombinados construíram uma resposta original a cada situação. Desenvolvido por meio de 
aproximações sucessivas, este processo de construção transformou os saberes conceituais e de 
procedimentos dos sujeitos em objeto de elaboração cognitiva que resultou em um desempenho 
superior dos alunos mais fracos do GE2 em relação ao GE1 (Perrenoud, 1999; Echeverría, 1998; 
Pozzo e Echeverría, 1998).  
 
Estratégias de resolução dos problemas multiplicativos 
 
Grupos de pesquisa GE e GC  
O aumento do número de acertos do GE foi acompanhado de modificações qualitativas 
importantes no processo de construção do esquema multiplicativo de seus participantes, incluindo 
o uso de novas estratégias de resolução e formas de notação. Entre o primeiro e o segundo teste, 
os grupos da amostra apresentaram um comportamento oposto que evidenciou o crescimento 
superior do GE em relação ao GC. Enquanto o GE apresentou um acréscimo no uso de 
algoritmos canônicos e não-canônicos, o GC apresentou uma tendência de decréscimo. Nas 
respostas incorretas e em branco o GE manifestou decréscimo, enquanto o GC apresentou um 
aumento importante destes procedimentos. Somados os algoritmos canônicos e não-canônicos 
observa-se que entre o pré-teste e o pós-teste postergado o GE cresceu 17,5% (53,6% no pré-teste 
e 71,1% no pós 2), enquanto o GC decresceu 5,5% (60,8% no pré e 55,3% no pós 2). Em relação 
às respostas incorretas e em branco o GE decresceu 17,4% (46,2% no pré e 28,8% no pós 2), 
enquanto o GC aumentou em 5,6% (39,1% no pré e 44,7% no pós 2) o uso destes procedimentos. 
O comportamento do GE indica como maiores beneficiários do processo de intervenção os 
sujeitos que apresentaram no pré-teste uma maior quantidade de respostas incorretas e em branco. 
Tais resultados são consistentes com os descritos anteriormente sobre os alunos que mais se 
beneficiaram do processo de intervenção realizado com o grupo24. 
Durante o pré-teste o GE e o GC (Quadro 9) apresentaram resultados similares. Alto 
índice de utilização de algoritmos com solução incorreta, 32,5% (88) no GE e 36,9% (133) no 
GC; 13,7% (37) de respostas em branco no GE e 2,2% (8) no GC. Um percentual equivalente de 
uso de algoritmos canônicos, 50,3% (136) no GE e 57,2% (206) no GC; e de algoritmos não-
canônicos, 3,3% (9) no GE e 3,6% (13) no GC.  
                                                          
24 Esta análise é desenvolvida na p. 131 deste capítulo. 
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Quadro 9: Estratégias de resolução dos problemas multiplicativos –  GC e GE 
 Pré Pós1 Pós 2 
 ñ-can. can. inc. bran. ñ-can. can. inc. bran. Ñ-can. can. inc. bran. 
GE 3,3% 50,3% 32,5% 13,7% 8,1% 61,5% 18,9% 11,5% 7,4% 63,7% 25,5% 3,3% 
GC 3,6% 57,2% 36,9% 2,2% 3,6% 59,2% 37,2% 0% 2,8% 52,5% 44,7% 0% 
 
Foram considerados procedimentos com solução incorreta quaisquer estratégias que 
mesmo utilizando os numerais do enunciado não se mostraram compatíveis com as relações 
matemáticas do problema ou com sua resposta final. A freqüência elevada deste procedimento 
nos dois grupos sugere que boa parte da amostra, mais ou menos um terço dos alunos, resolveu os 
problemas do pré-teste sem uma compreensão adequada dos invariantes matemáticos presentes 
nos procedimentos e nos enunciados. Por não terem disponíveis os recursos cognitivos 
necessários, ou tendo-os, mas não podendo mobilizá-los com pertinência estes alunos não foram 
capazes de lançar mão dos algoritmos aprendidos na escola, resgatar ou inventar procedimentos 
intuitivos adequados à estrutura matemática dos problemas (Perrenoud, 1999; Coll, 1999).  
Os algoritmos canônicos caracterizaram-se pelo uso de operador escalar ou funcional, 
homomórfos à estrutura matemática dos problemas (Vergnaud, 1988 e Nunes e Bryant, 1997). A 
utilização de algoritmos canônicos nem sempre, contudo, constituiu-se em acerto dos problemas 
por parte dos alunos, pois os resultados das operações apresentaram-se muitas vezes incorretos. A 
freqüência dos algoritmos canônicos dos dois grupos mostra que metade ou mais de seus 
integrantes resolveu os problemas com uma compreensão adequada de suas relações 
matemáticas. Os algoritmos não-canônicos caracterizaram-se pelo uso de procedimentos de 
resolução compatíveis com os invariantes do problema e com a resposta do sujeito, diferentes, 
entretanto, dos operadores escalar e funcional. 
Desenhos combinados ou não com numerais, adição repetida, duplicação do 
multiplicando, subtração repetida, multiplicação (nos problemas de tipo divisão) e divisão (nos 
problemas de multiplicação) foram considerados algoritmos não-canônicos. O baixo índice de 
utilização de estratégias não-canônicas nos dois grupos demonstrou o quanto este recurso não se 
mostrou disponível aos alunos, tanto por parte daqueles que responderam incorretamente aos 
problemas quanto daqueles que deixaram de respondê-los. Nos dois casos os alunos não 
possuíam ou não foram capazes de ativar os recursos intelectuais pertinentes (conceituais, de 
procedimentos e condicionais) aos problemas (Perrenoud, 1999).  
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No primeiro pós-teste os resultados da amostra começaram a diferenciar-se. O GE 
(Quadro 9) apresentou um crescimento bastante superior ao GC, com forte aumento da 
freqüência de algoritmos canônicos ou não-canônicos. Somando-se os dois tipos de algoritmos 
verifica-se que GE cresceu 16% (53,6% no pré e 69,6% no pós-teste 1) entre a execução do pré e 
pós-teste 1, enquanto o GC cresceu apenas 3,4% (60,8% no pré e 64,2% no pós-teste 1). A 
freqüência dos algoritmos canônicos aumentou fortemente passando de 50,3% (136) para 61,5% 
(166), enquanto os não-canônicos aumentaram mais que o dobro, de 3,3% (9) para 8,1% (22). O 
aumento destes procedimentos acompanhou uma diminuição importante da freqüência de 
procedimentos com solução incorreta, de 32,5% (88) para 18,9% (51); e de respostas em branco, 
de 13,7% (37) para 11,5%(31). Neste primeiro pós-teste, o efeito positivo da intervenção 
psicopedagógica sobre a aprendizagem do GE manifestou-se na qualidade de seus procedimentos 
de resolução: algoritmos canônicos aprendidos anteriormente foram re-conceitualizados e 
algoritmos intuitivos foram resgatados ou inventados pelos alunos. Com o uso destes algoritmos 
as respostas aos problemas passaram a ser corretas.  
 No GE o aumento da freqüência dos algoritmos não-canônicos e canônicos, 
acompanhado do aumento do número de acertos, sugere que a intervenção psicopedagógica 
realizada com o grupo resultou na compreensão das relações matemáticas contidas nos 
enunciados e nos procedimentos de resolução dos problemas. Mudanças cognitivas decorrentes 
da intervenção podem explicar o enriquecimento dos recursos conceituais e de procedimentos dos 
sujeitos. Os resultados dos pós-testes mostram a estabilidade destes esquemas e sua 
disponibilidade como recursos mobilizáveis em novas situações. A tomada de consciência 
promovida pela intervenção psicopedagógica permitiu a formação de esquemas de mobilização, 
pertinentes à resolução de problemas de tipo multiplicativo (Perrenoud, 1999; Vergnaud, 1994).  
O GC (Quadro 9), em contrapartida, manteve no primeiro pós-teste, 37,2% (134), quase o 
mesmo número de procedimentos com solução incorreta do pré-teste, 36,9% (133); e diminuiu o 
número de respostas em branco passando de 2,2%(8) para 0%. Apresentou no primeiro pós-teste 
59,2% (213) de algoritmos canônicos, quantidade quase equivalente ao do pré-teste (57,2%); e 
3,6% (13) de algoritmos não-canônicos, índice igual ao obtido no pré-teste. Neste grupo a 
utilização de procedimentos manteve-se inalterada entre a execução do pré-teste e do primeiro 
pós-teste. O contato do GC com o conteúdo de problemas (por meio dos testes, do ambiente 
escolar e extra-escolar) parece não ter sido suficiente para mobilizar com pertinência ou 
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modificar seus conhecimentos conceituais e de procedimentos multiplicativos (Perrenoud, 1999; 
Coll, 1999; Echeverría, 1998).  
No segundo pós-teste a superioridade do desempenho do GE em relação ao GC tornou-se 
mais acentuada. Somando-se a freqüência dos algoritmos canônicos e não-canônicos verifica-se 
que o GE continuou crescendo 1,5% (69,6% no pós 1 e 71,1% no pós 2), enquanto o GC teve um 
decréscimo razoável de 8,9% (64,2% no pós 1 e 55,3% no pós 2). No GE (Quadro 9) os 
algoritmos canônicos aumentaram ainda mais sua freqüência passando de 61,5% (166) no pós 1 
para 63,7% (172) no pós-teste 2; os não-canônicos apresentaram uma ligeira queda de freqüência 
no segundo pós-teste passando de 8,1% (22) no pós-teste 1 para 7,4% (20) no pós-teste 2, ainda 
assim mais que o dobro do pré-teste, 3,3% (9). As respostas com solução incorreta aumentaram a 
freqüência passando de 18,9% (51) no pós 1 para 25,5% (69) no pós-teste 2; e as respostas em 
branco diminuíram a freqüência passando de 11,9% (31) para 3,3% (9). O GC (Quadro 9) 
apresentou, no segundo pós-teste, resultados inferiores aos obtidos no primeiro, com acentuada 
redução no uso de algoritmos canônicos, de 59,2% (213) no pós 1 para 52,5% (189) no pós-teste 
2; e redução no uso de algoritmos não-canônicos, de 3,6% (13) no pós 1 para 2,7% (10) no pós-
teste 2. As respostas com solução incorreta aumentaram fortemente sua freqüência passando de 
37,2% (134) no pós 1 para 44,7% (161) no pós-teste 2; e as respostas em branco mantiveram-se 
com freqüência zero.  
No GC o aumento da freqüência de procedimentos com solução incorreta e a redução no 
uso de algoritmos canônicos e não-canônicos, no segundo pós-teste, evidenciam a inexistência de 
progressos na aprendizagem de problemas. Pelo contrário, entre os dois pós-testes o grupo 
manifestou uma queda importante em seu desempenho. Em contrapartida, no GE, a forte redução 
de respostas em branco indica o movimento do grupo em direção a uma resposta aos problemas. 
Ocorrida após o término da intervenção esta redução caracteriza um movimento de flutuação 
retardada25 dos procedimentos de resolução do grupo, ou seja, um início de mudança que 
demorou mais tempo para ter início. O aumento concomitante da freqüência de algoritmos 
canônicos sugere que boa parte destas respostas foi direcionada à escolha de estratégias de 
resolução adequadas. As experiências estruturantes proporcionadas pela intervenção 
psicopedagógica do GE parecem ter aumentado o poder dos esquemas de mobilização de seus 
integrantes, levando-os a não desistir da tarefa antes mesmo de tentar resolvê-la.  
                                                          
25 O conceito de flutuação retardada é utilizado por Sisto (1997, p.109) em outro contexto e emprestado por referir-se 
ao início de um movimento cognitivo que demorou mais tempo para manifestar-se.  
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O progresso do GE no segundo pós-teste (aumento no uso de algoritmos canônicos, 
manutenção de um bom número de algoritmos não-canônicos e diminuição de respostas em 
branco) sugere, de um lado, a estabilidade de ganhos obtidos pelo grupo no primeiro pós-teste e, 
de outro, a continuidade das mudanças cognitivas dos alunos após o término do experimento. São 
fortes os indícios de que uma parte significativa da aprendizagem realizada durante o processo de 
intervenção psicopedagógica tenha se integrado em seu sistema cognitivo, tornando-se uma 
ferramenta disponível à assimilação de novas situações-problema. Comprova tal afirmação, a 
correção das respostas com algoritmos ensinados ou inventados que foram elaborados no 
primeiro pós-teste, e se mantiveram no segundo. O desenvolvimento das estratégias de resolução 
dos problemas multiplicativos pode ser interpretado como uma construção de competência, 
empreendida pela intervenção psicopedagógica realizada com o GE (Perrenoud, 1999). A queda 
do desempenho do GC no pós-teste postergado, em oposição à continuidade do progresso do GE, 
sugere que, para o primeiro grupo, os problemas constituíram-se em um mero exercício a ser 
resolvido pela terceira vez, enquanto para o segundo consistiram, pelo contrário, em mais uma 
oportunidade de aperfeiçoar seus esquemas de resolução dos problemas multiplicativos. Os 
movimentos cognitivos gerados pelo processo de intervenção psicopedagógica possibilitaram ao 
GE beneficiar-se da execução do segundo pós-teste, no sentido de um maior desenvolvimento do 
esquema multiplicativo.  
O crescimento manifestado pelo GE, ao longo do experimento, reproduz dados obtidos 
em estudos anteriores (Campbell, Rowan e Suarez, 1998; Whitin e Whitin, 1998). Desenvolvido 
com o objetivo de melhorar a resolução de problemas aritméticos, nas quatro primeiras séries, o 
projeto IMPACT teve como um de seus resultados mais importantes a escolha e a invenção de 
algoritmos mais adequados às peculiaridades de cada situação-problema. A escolha do algoritmo 
passou a depender mais de sua capacidade de resolver o problema em questão, e menos do fato 
de ter sido ensinado ou não pela escola. Neste projeto, segundo Campbell, Rowan e Suarez 
(1998), o aumento da freqüência de algoritmos canônicos acompanhou o aumento de acertos dos 
sujeitos. No estudo de Whitin e Whitin (1998) o resgate do conhecimento intuitivo dos sujeitos 
por meio de invenção e registro espontâneo de algoritmos funcionou como uma ponte eficiente 
para o uso de algoritmos canônicos. Ensinados pela escola e utilizados até então de forma 
mecânica e rotinizada, após a intervenção tais algoritmos passaram a ser utilizados com 
compreensão de seus invariantes operatórios. Os algoritmos canônicos ao serem resgatados e 
utilizados nos procedimentos de resolução do GE foram reconceitualizados (Case e Sandieson, 
1988). 
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Resultados do GE e do GC em cada um dos tipos de problemas multiplicativos 
Os resultados dos dois grupos em cada um dos tipos de problemas multiplicativos 
reproduziram os gerais descritos até aqui. Nos três tipos de problemas o GE teve como 
característica principal o aumento significativo de algoritmos canônicos, entre o pré e o pós-teste 
1, e sua manutenção no pós-teste postergado. O GC, ainda que tenha apresentado diminuição no 
uso de algoritmos com solução incorreta no pós-teste 1, evidenciou um aumento importante deste 
procedimento no segundo pós-teste.  
Nos problemas de tipo multiplicação (Quadro 10), o GE apresentou um crescimento 
superior ao GC considerando-se em conjunto o uso de algoritmos canônicos e não-canônicos. 
Entre o pré-teste e o pós-teste postergado o GE apresentou um aumento de freqüência de 16,6% 
(51,1% no pré e 67,7% no pós 2), enquanto o GC apresentou uma redução de 4% (59,9% no pré e 
55,9% no pós 2) no uso destas estratégias. No GE aumentou a utilização de algoritmos canônicos, 
escalar e funcional, de 30% (27) e 21,1% (19) para 35,5% (32) e 27,8% (25), respectivamente. 
Neste tipo de problemas, diferentemente dos de divisão-partição e divisão-quotição, as estratégias 
com operador escalar e funcional foram utilizadas de forma quase eqüitativa. No pós-teste 
postergado, os operadores escalar e funcional mantiveram os níveis do primeiro pós-teste com 
algum aumento do operador funcional. O operador escalar manteve-se em 35,5% (32) nos dois 
pós-testes e o operador funcional aumentou sua freqüência passando de 27,7% (25) para 32,2% 
(29). O uso de algoritmos não-canônicos apresentou um forte crescimento entre o pré-teste e o 
primeiro pós-teste passando de 0% para 6,7% (6) que, no entanto, não se manteve no pós-teste 2, 
retornando ao índice do pré-teste. No GC os algoritmos canônicos (operadores escalar e funcional 
considerados juntos) tiveram sua freqüência aumentada de 59,1% para 65,9% entre o pré e pós-
teste 1, reduzida para 55,9% no segundo pós-teste. Os algoritmos não-canônicos também 
diminuíram sua freqüência, já bastante baixa no pré e primeiro pós-teste, 0,8 (1), passando para 
zero no segundo. 
 
Quadro 10: Estratégias utilizadas em problemas de tipo multiplicação – GE e GC 
Pré Pós 1 Pós 2 
canon. canon. canon.  
 
ñ. 
can. E f 
 
outros
ñ. 
can e f 
 
outros
ñ. 
can. e f outros
GE 0% 30% 21,1% 41,1% 6,7% 35,5% 27,8% 24,4% 0% 35,5% 32,2% 32,2%
GC 0,8% 30,8% 28,3% 33,3% 0,8 26,7% 39,2% 33,3% 0% 19,2% 36,7% 44,2%
 
Consideradas as soluções incorretas e as respostas em branco em conjunto, observa-se que 
o GE obteve melhores resultados que o GC: reduziu-as, enquanto o GC aumentou-as. Entre o pré-
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teste e o pós-teste postergado o GE reduziu em 16,7% (48,9% no pré e 32,2% no pós 2), 
enquanto o GC aumentou em 4,2% (40% no pré e 44,2% no pós-teste 2) este tipo de respostas. 
No primeiro pós-teste o GC manteve a freqüência dos procedimentos com solução incorreta do 
pré-teste, 33,3% (40), e aumentou-a no pós-teste postergado para 44,2% (53). As respostas em 
branco iniciaram o experimento com um índice de 6,7% (8) no pré-teste, reduzido para zero nos 
dois pós-testes. Entre o pré-teste e o pós 1, o GE diminuiu quase pela metade a quantidade de 
procedimentos com solução incorreta, de 41,1% (37) para 24,4% (22), e as respostas em branco 
de 7,8% (7) para 5,5% (5). No pós-teste postergado ocorreu um certo aumento no uso de soluções 
incorretas, de 24,4% (22) para 32,2% (29), embora se mantendo em um índice inferior ao 
verificado no pré-teste, 41,1% (37); e continuidade da redução no uso de respostas em branco que 
apresentaram um índice zero26. 
Nos problemas de divisão-partição (Quadro 11), a amostra apresentou um desempenho 
diferenciado do demontrado nos problemas de multiplicação. Nos de divisão-partição os 
algoritmos com operador escalar foram os de maior freqüência, e os algoritmos não-canônicos 
passaram a ter uma maior utilização. No GE os algoritmos não-canônicos que não haviam 
ocorrido durante o pré-teste passaram a uma freqüência de 5,5 % (5) no primeiro pós-teste, com 
manutenção do crescimento no segundo, 8,9% (8). Entre os algoritmos canônicos verificou-se o 
uso exclusivo do operador escalar nos três testes, com manutenção da freqüência de 56,7% (51) 
nos pré e pós-teste 1, e aumento no segundo pós-teste, 67,8% (61). O crescimento contínuo dos 
algoritmos canônicos e não-canônicos no GE, ao longo dos três testes, sugere a estabilização da 
aprendizagem ocorrida na intervenção. Neste processo, os esquemas conceituais e de 
procedimentos necessários à resolução dos problemas de tipo divisão-partição, desenvolveram-se 
e converteram-se em uma competência cognitiva. O aumento do uso de algoritmos inventados ou 
aprendidos na escola, acompanhado do aumento da quantidade de acertos neste tipo problemas, 
demonstra o quanto tais esquemas tornaram-se recursos cognitivos disponíveis para o grupo.  
Somados os algoritmos canônicos e não-canônicos utilizados pelo GE, observou-se um 
crescimento maior deste grupo em relação ao GC. A redução gradual do uso de algoritmos 
canônicos (quase que exclusivamente operadores escalares) comprova o desempenho inferior do 
GC no decorrer dos três testes: 63,3% (76) no primeiro teste, 62,5% (75) no segundo, e 55,8% 
(67) no terceiro. No GC os algoritmos não-canônicos tiveram seu uso aumentado, embora menos 
                                                          
26 Embora computadas nos cálculos de procedimentos de resolução da amostra as respostas em branco não constam 
dos Quadros 10, 11 e 12.  
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do que no GE, de 1,7% (2) no pré-teste para 3,3%(4) no pós-teste 1, índice que se manteve no 
pós-teste 2. 
 
Quadro 11: Estratégias utilizadas em problemas de tipo divisão partição  – GE e GC 
Pré Pós 1 Pós 2 
canon. Cânon. canon.  
 
ñ. 
can. E f 
 
outros
ñ. 
can E f 
 
outros
ñ. 
can. e f outros
GE 0% 56,7% 0% 21,1% 5,5% 56,7% 0% 8,9% 8,9% 67,8% 0% 17,8%
GC 1,7% 63,3% 0,8% 32,5% 3,3% 62,5% 0% 34,2% 3,3% 55,8% 0% 40,8%
 
Somados os procedimentos com respostas incorretas e em branco, o GE apresentou um 
comportamento superior ao GC: o GE reduziu-as em 20% entre o pré-teste (43,3%) e o pós-teste 
2 (23,3%), enquanto o GC aumentou-as em 6,6% (34,2% no pré e 40,8 no pós-teste 2). Entre o 
pré-teste e o primeiro pós-teste, o GE apresentou redução pela metade da freqüência de respostas 
incorretas, de 21,1% (19) para 8,9 (8), que voltou a aumentar no segundo pós-teste, 17,8% (16). 
As respostas em branco tiveram sua freqüência aumentada no primeiro pós-teste de 22,2% (20) 
para 28,9% (26), e reduzida no pós-teste postergado, 5,5% (5). No GC os procedimentos com 
resposta incorreta reproduziram os resultados obtidos nos problemas de tipo multiplicação: 
aumento de freqüência nos dois pós-testes passando de 32,5% (39) para 34,2% (41) no pós 1 e 
40,8% (49) no pós 2. As respostas em branco diminuíram de 1,66% (2) no pré-teste para zero nos 
dois pós-testes. 
Nos problemas de tipo divisão-quotição (Quadro 12) o algoritmo canônico predominante 
foi o operador funcional. No GE o uso destes algoritmos aumentou de 43,3% (39) para 55,5% 
(50) no pós-teste 1, e decresceu ligeiramente para 53,3% (48) no segundo pós-teste. O GC teve 
um comportamento bastante similar ao GE com aumento de 48,3% (58) para 49,2% (59) no pós-
teste 1, e decréscimo para 45,8% (55) no pós-teste 2, freqüência inferior à verificada no primeiro 
teste. No GE os algoritmos não-canônicos tiveram sua freqüência aumentada de 10% (9) para 
12,2% (11) no pós-teste 1, e novamente aumentada para 13,3% (12) no pós 2. No GC o uso 
destes algoritmos apresentou um movimento de flutuação negativa27: aumentou de 8,3% (10) no 
pré para 9,2% (11) no pós-teste 1 e diminuiu para 5% (6) no pós-teste 2.  
Se considerados em conjunto os resultados dos algoritmos canônicos e não canônicos, o 
desempenho do GE é melhor do que o do GC. Enquanto o GE cresceu 13,6% entre o pré (53%) e 
                                                          
27 O conceito de flutuação negativa é definido por Sisto (1997) e é utilizado aqui para caracterizar um estado de 
mudança, cujo ajuste do sistema cognitivo se dá em um nível inferior ao início do processo. 
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o pós-teste 2 (66,6%), o GC teve um decréscimo de 5% (55,8% no pré e 50,8% no pós-teste 2) no 
uso destes procedimentos. Reproduzindo o comportamento do grupo na resolução dos problemas 
de tipo multiplicação e divisão-partição, o crescimento do GE no uso de algoritmos canônicos e 
não-canônicos nos problemas de divisão-quotição sugere a estabilização da aprendizagem 
ocorrida na intervenção psicopedagógica. Os esquemas conceituais e de procedimentos para 
resolução de problemas de tipo divisão-quotição desenvolveram-se e tornaram-se ferramentas 
cognitivas disponíveis aos sujeitos.  
 
Quadro 12: Estratégias utilizadas em problemas de tipo divisão quotição –  GE e GC 
Pré Pós 1 Pós 2 
canon. canon. canon.  
 
ñ. 
Can. E f 
 
outros
Ñ. 
can e f 
 
outros
ñ. 
can. e f outros
GE 10% 0% 43,3% 35,5% 12,2% 0% 55,5% 23,3% 13,3% 0% 53,3% 25,5%
GC 7,5% 0% 48,3% 44,2% 9,2% 0% 49,2% 41,7% 5% 0% 45,8% 47,5%
 
Considerados em conjunto, os procedimentos com solução incorreta e em branco 
manifestaram mais uma vez a superioridade dos resultados do GE. Neste grupo estas respostas 
decresceram 13,3% (46,6% no pré e 33,3% no pós-teste 2), enquanto no GC, ao contrário, 
cresceram 5% (44,2% no pré e 49,2% no pós-teste 2). No GE no primeiro pós-teste os 
procedimentos com solução incorreta apresentaram redução de freqüência de 35,5% (32) para 
23,3% (21), e no GC de 44,2% (53) para 41,7% (50). No segundo pós-teste a freqüência dos dois 
grupos foi aumentada para 25,5% (23) no GE, e para 47,5% (57) no GC. No GE as respostas em 
branco, decresceram gradativamente de 11,1% (10) para 8,9% (8) no pós-teste 1 e 7,8% (7) no 
pós-teste 2, enquanto no GC aumentaram de zero no pré e pós-teste 1 para 1,7% (2).  
O conjunto de dados obtidos nos três tipos de problemas multiplicativos mostra o quanto 
o desempenho do GE foi superior ao do GC. Os ganhos obtidos pelo GE manifestaram-se no 
primeiro pós-teste, no período imediatamente após a intervenção psicopedagógica, e mantiveram-
se no segundo pós-teste. Neste grupo o aumento do uso de algoritmos canônicos e não-canônicos 
nos três tipos de problemas foi acompanhado pela redução do número de respostas incorretas e 
em branco. Nos três testes realizados pela amostra os problemas de tipo divisão-partição 
destacaram-se por apresentarem a menor quantidade de respostas incorretas, tanto no GE quanto 
no GC. Este tipo de problemas caracteriza-se pelo uso de procedimentos de distribuição, bastante 
presentes nas atividades informais dos sujeitos na faixa etária estudada. Os resultados obtidos 
pelos grupos em sua resolução coincidem com estudos anteriores (Vergnaud, 1983) nos quais é 
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indicada a maior facilidade dos problemas de tipo divisão-partição em relação aos de tipo 
quotição, nas primeiras quatro séries elementares. A predominância do uso de operador escalar 
para resolução dos problemas de divisão-partição, e do operador funcional para resolução dos 
problemas de divisão-quotição, encontrada neste experimente é consistente com resultados 
apresentados anteriormente na literatura (Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1983).  
Os dados do GC mostram uma modificação bem menos intensa de seus procedimentos de 
resolução. A substituição das respostas incorretas e em branco por algoritmos canônicos e não-
canônicos, ocorrida no primeiro pós-teste, não se sustentou no segundo. O comportamento do GC 
parece indicar um movimento de flutuação negativa28 das aquisições cognitivas do grupo. O 
contato do grupo com o conteúdo de problemas multiplicativos por meio dos testes e de suas 
experiências escolares e extra-escolares desencadearam algum movimento do sistema cognitivo 
dos sujeitos, não suficiente, porém, para uma aprendizagem em um patamar superior ao do início 
do experimento. O uso aleatório e incorreto de algoritmos ensinados pela escola deveu-se menos 
a uma preferência intelectual dos sujeitos, e mais à influência negativa do próprio ensino. Os 
limites impostos pelos algoritmos convencionais mal aprendidos pelos alunos, na ausência de 
uma intervenção didática específica para a aprendizagem do conteúdo, parecem ter impedido sua 
reconceitualização ou a criação de procedimentos de resolução não-convencionais.  
 
Grupos experimentais GE1 e GE2 
A observação das estratégias de resolução utilizadas pelos grupos experimentais mostrou, 
em ambos, um crescimento acentuado no uso de algoritmos canônicos e não canônicos com 
redução concomitante do uso de procedimentos com soluções incorretas e respostas em branco. 
No GE2, porém, este movimento pareceu mais acentuado do que o ocorrido no GE1 (Quadro 13). 
Somados os algoritmos canônicos e não-canônicos, o desempenho do GE2 apresentou um 
crescimento de 21,9% (46,2% no pré e 68,1 no pós 2) deste tipo de estratégias, enquanto o GE1 
cresceu apenas 8,7% (65,2% no pré e 73,9% no pós 2). No GE2 o aumento da freqüência de 
algoritmos canônicos foi maior no pré-teste passando de 42,4% (56) para 62,1% (82), com 
redução no segundo pós-teste para 58,3% (77). O GE1 iniciou o experimento com níveis mais 
altos no uso de algoritmos canônicos, 61,6% (85), que cresceram gradualmente no primeiro pós-
teste, 63,8% (88), e no segundo pós-teste, 67,4% (93). No GE2 os algoritmos não-canônicos 
apresentaram um crescimento regular passando de 3,8% (5) para 5,3% (7) no pós 1 e 9,8% (13) 
                                                          
28 O conceito de flutuação negativa é definido na nota de rodapé anterior. 
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no pós-teste 2; no GE1 cresceram entre o pré e o primeiro pós-teste de 3,6% (5) para 12,3% (17), 
e decresceram no segundo para 6,5% (9). 
 
Quadro 13: Estratégias de resolução dos problemas multiplicativos –  GE1 e GE2 
 Pré Pós1 Pós 2 
 ñ-can. can. inc. bran. ñ-can. can. inc. bran. ñ-can. can. inc. bran.
GE1 3,6% 61,6% 25,4% 9,4% 12,3% 63,8% 10,9% 13% 6,5% 67,4% 15,9% 10,1%
GE2 3,8% 42,4% 44,7% 9,1% 5,3% 62,1% 32,6% 00% 9,8% 58,3% 31,1% 0,7% 
 
Nos procedimentos com respostas incorretas e em branco o GE2 demonstrou novamente 
resultados um pouco mais favoráveis que os do GE1: o primeiro reduziu estas respostas em 22% 
(53,8% no pré e 31,8% no pós 2), enquanto o segundo reduziu em apenas 8,8% (34,8% no pré e 
26% no pós 2). O GE2 iniciou o experimento com uma freqüência de 44,7% (59) de 
procedimentos com resposta incorreta que, após a intervenção, migraram para outros tipos de 
estratégias, 32,6% (43) no pós 1 e 31,1% (41) no pós 2. No GE1 estas estratégias apresentaram 
um decréscimo gradativo nos três testes passando de 44,7% (59) para 32,6% (43) no pós 1 e 
31,1% (41) no pós 2. Em ambos os grupos, as respostas em branco apresentaram uma redução 
considerável entre o pré-teste e o pós-teste postergado: no GE1 passaram de 9,4% (13) para 13% 
(18) e 10,1% (14); no GE2 passaram de 9,1% (12) para zero no pós 1 e 0,7% (1) no pós 2.  
Embora em graus diferentes, os dois grupos manifestaram modificação das estratégias de 
resolução de seus integrantes. O movimento mais intenso do GE2 em direção aos algoritmos 
canônicos e não canônicos parece ser decorrente das características da intervenção 
psicopedagógica realizada com o grupo. A apresentação aleatória da incógnita, característica do 
GE2, foi capaz de modificar as estratégias de resolução com mais intensidade do que a 
apresentação da incógnita com ordem pré-determinada, característica do GE1. Embora os 
resultados dos testes mostrem uma melhoria equivalente dos dois grupos experimentais em 
relação ao aumento da quantidade de acertos, a análise qualitativa dos procedimentos utilizados 
pelos alunos evidencia a influência do tipo de intervenção realizada sobre a escolha do processo 
de resolução. O comportamento do GE2 indica como maiores beneficiários do processo de 
intervenção os alunos que, no pré-teste, apresentaram procedimentos com respostas incorretas e 
em branco. Estes resultados ratificam os descritos anteriormente sobre os alunos que mais se 
beneficiaram do processo de intervenção realizado no GE229.  
 
                                                          
29 Estes resultados são descritos na p.137 deste capítulo.  
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Resultados do GE1 e do GE2 em cada um dos tipos de problemas multiplicativos  
Nos problemas de tipo multiplicação (Quadro 14) os dois grupos experimentais 
mostraram um crescimento quase equivalente no uso de algoritmos canônicos com certa 
vantagem, porém, para o GE2. Se somados os algoritmos canônicos (com uso de operador escalar 
e funcional), o GE2 mostra ter crescido mais que o GE1: O GE2 cresceu 18,1% (43,2% no pré e 
61,3% no pós 2), enquanto o GE1 apresentou um crescimento um pouco menor, 17,4% (56,5% 
no pré e 73,9% no pós 2). No GE2 os ganhos obtidos no primeiro pós-teste, 61,3% %, foram 
mantidos no segundo; o GE1 apresentou um crescimento regular e contínuo nos três testes, 
56,5% no pré, 65,2% no pós 1 e 73,9% no pós 2. O uso de algoritmos não-canônicos apresentou 
um comportamento similar nos dois grupos: aumentou no pós-teste 1, de zero para 10,9% (5), no 
GE1; e de zero para 2,3% (1), retornando ao índice do pré-teste (0%) no segundo pós-teste, no 
GE2. Os procedimentos com respostas incorretas e em branco, considerados em conjunto, 
apresentaram um decréscimo quase equivalente nos dois grupos, com vantagem para o GE2: o 
GE2 apresentou uma redução de 18,2% (56,8% no pré e 38,6% no pós 2); e o GE1, uma redução 
de 17,4% (43,5% no pré e 26,1 no pós 1). Nos procedimentos com respostas incorretas o GE2 
sofreu um decréscimo de 47,7% para 36,4% e 38,6%; o GE1 passou de 34,8% para 10,9% e 
15,2%. Nas respostas em branco o GE2 reduziu a freqüência de 9,1% (4) para zero nos dois pós-
testes; o GE1 aumentou de 8,7% (4) para 13% (6) no pós-teste 1 e reduziu para 10,9% (5) no 
segundo pós-teste30.  
 
Quadro 14: Estratégias de resolução de problemas de tipo multiplicação –  GE1 e GE2  
Pré Pós 1 Pós 2 
canon. canon. canon.  
 
ñ. 
Can. E f 
 
outros
ñ. 
can e f 
 
outros
ñ. 
can. e f outros
GE1 0% 41,3% 15,2% 34,8% 10,9% 39,1% 26,1% 10,9% 0% 41,3% 32,6% 15,2%
GE2 0% 18,8% 25% 47,7% 2,3% 31,8% 29,5% 36,4% 0% 31,8% 29,5% 38,6%
 
Nos dois tipos de problemas de divisão o uso de operadores foi oposto: na divisão-
partição ocorreu predominância do operador escalar, enquanto na divisão-quotição a 
predominância foi do operador funcional, confirmando estudos anteriores (Nunes e Bryant, 1997; 
Vergnaud, 1983). Nos problemas de divisão-partição (Quadro 15) o crescimento do GE2 no uso 
de algoritmos canônicos e não-canônicos foi maior que o do GE1: o primeiro cresceu 27,2% 
(52,3% no pré e 79,5% no pós 2), enquanto o segundo cresceu significativamente menos, 2,2% 
                                                          
30 Embora computadas nos cálculos de procedimentos de resolução da amostra as respostas em branco não constam 
dos Quadros 14, 15 e 16. 
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(71,7% no pré e 73,9% no pós 2). No GE2 os algoritmos canônicos cresceram fortemente entre o 
pré e primeiro pós-teste, de 52,3% (23) para 68,2% (30), e decresceram no segundo, 65,9 (29), 
enquanto no GE1 mantiveram o mesmo índice no pré e primeiro pós-teste, 71,7% (33), e 
decresceram no segundo, 69,6% (32). Os algoritmos não-canônicos começaram com zero nos 
dois grupos, e, no primeiro pós-teste, tiveram um crescimento equivalente, 6,5% (3) no GE1 e 
6,8% (3) no GE2; no segundo pós-teste decresceram para 4,3% (2), no GE1, e continuaram 
aumentando no GE2, atingindo uma freqüência de 13,6% (6).  
A soma dos procedimentos com respostas incorretas e em branco favoreceu novamente o 
GE2 que apresentou maior redução ao longo dos três testes, 27,3 % (47,7 % no pré e 20,4% no 
pós 2), enquanto o GE1 apresentou redução de 2,4 % (28,5 % no pré e 26,1% no pós 2). No GE2 
as respostas em branco decresceram de 9,1% (4) no pré-teste para zero nos dois pós-testes; no 
GE1 cresceram de 8,9% (4) para 13% (6) no pós-teste 1 e 10, 9% (5) no pós-teste 2. No GE2 os 
procedimentos com solução incorreta decresceram de 38, 6% no pré-teste para 25% no pós-teste 
1 e 20,4% no pós-teste 2; enquanto no GE1 reduziram de 19,6% para 8,7% no pós-teste 1 e 15,2 
% no pós-teste 2.  
 
Quadro 15: Estratégias de resolução de problemas de tipo divisão partição –  GE1 e GE2  
Pré Pós 1 Pós 2 
Canon. canon. canon.  
 
ñ. 
can. E f 
 
outros
ñ. 
can e f 
 
outros
ñ. 
can. e f outros
GE1 0% 71,7% 0% 19,6% 6,5% 71,7% 0% 8,7% 4,3% 69,6% 0% 15,2%
GE2 0% 52,3% 0% 38,6% 6,8% 68,2% 0% 25% 13,6% 65,9% 0% 20,4%
 
Contrariando o comportamento dos grupos nos problemas de divisão-partição, na divisão-
quotição (Quadro 16) o operador funcional foi o algoritmo canônico predominante. O aumento da 
freqüência dos algoritmos canônicos e não-canônicos do GE2 mais uma vez mostrou-se superior 
ao do GE1: o primeiro teve um crescimento de 20,4% (43,2% no pré e 63,6% no pós 2), enquanto 
o segundo cresceu apenas 6,5% (67,4% np pré e 73,9% no pós 2). No GE2 os algoritmos 
canônicos cresceram de 31,8% (14) para 56,8% (25), decrescendo para 47,7% (21) no segundo 
pós-teste; no GE1 apresentaram um movimento de decréscimo de 56,5% (26) para 54,3% (25) no 
pós-teste 1 e acréscimo para 58,7% (27) no pós-teste 2. Os algoritmos não-canônicos 
apresentaram no pré-teste uma freqüência similar, 10,9% (5) no GE1 e 11,4% (5) no GE2, e 
seguiram direções opostas no pós-teste 1: acréscimo para 19,6% (9) no primeiro grupo e 
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decréscimo no segundo, 6,8% (3). No pós-teste postergado os grupos obtiveram novamente 
resultados similares, 15,2% (7) no GE1 e 15,9% (7) no GE2.  
 
Quadro 16: Estratégias de resolução de problemas de tipo divisão quotição –  GE1 e GE2  
Pré Pós 1 Pós 2 
canon. canon. canon.  
 
ñ. 
can. E f 
 
outros
ñ. 
can e f 
 
outros
ñ. 
can. e f outros
GE1 10,9% 0% 56,5% 21,7% 19,6% 0% 54,3% 13% 15,2% 0% 58,7% 17,4%
GE2 11,4% 0% 31,8% 47,7% 6,8% 0% 56,8% 34% 15,9% 0% 47,7% 34% 
 
Nos procedimentos com respostas incorretas e em branco o desempenho favorável do 
GE2 se repetiu: teve uma redução de 20,5 % (56,8 % no pré e 36,3 % no pós 2), enquanto o GE1 
decresceu apenas 6,5 % (32,6 % no pré e 26,1 % no pós 2). No GE1 as respostas incorretas 
decresceram entre o pré e o primeiro pós-teste, de 21,7% (10) para 13% (6) e mantiveram os 
últimos índices no segundo pós-teste. No GE2 decresceram 47,7% (21) para 34% entre o pré e o 
pós 1 e voltaram a crescer no segundo pós-teste. As respostas em branco iniciaram o experimento 
com índices semelhantes, 10,9% (5) no GE1 e 9,1% (4) no GE2. Neste grupo decresceram no 
primeiro pós-teste mantendo o mesmo índice no segundo, 2,3% (1). No GE1 cresceram um pouco 
no primeiro pós-teste, para diminuir novamente no pós-teste postergado, 8,7% (4). 
Além das quatro categorias de procedimentos aqui descritas (algoritmos canônicos, não-
canônicos, procedimentos com resposta incorreta e respostas em branco), no GC ocorreram 
apenas três situações diferentes: no pré-teste uma aluna usou, ao mesmo tempo, um algoritmo 
canônico e um não-canônico (divisão para resolver um problema de multiplicação), e outra fez 
um desenho para resolver um problema de multiplicação. No pós-teste postergado a primeira 
destas duas alunas utilizou seqüência numérica (3, 6, 9, 12...) para resolver um problema de 
multiplicação. No GE1 ocorreram três situações: no pós-teste 1, observou-se a utilização de 
algoritmo canônico (adição) e desenho para resolver um problema de multiplicação; no pós-teste 
2, uma das alunas utilizou apenas desenho e a outra usou, ao mesmo tempo, algoritmo canônico e 
não-canônico (adição) para resolver um problema também de multiplicação. No GE2 ocorreu 
apenas um caso deste tipo: no pós-teste 1 uma aluna registrou a resposta do problema e indicou, 
logo em seguida, sua dificuldade para fazer o cálculo correspondente escrevendo: “Não sei fazer 
a conta”.  
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3.2 QUANTO À RESOLUÇÃO DAS PROVAS PIAGETIANAS  
 
As três provas clássicas piagetianas aplicadas durante o experimento apresentaram 
resultados similares nos dois grupos da amostra31. Em ambos verificou-se um crescimento 
estatisticamente significativo das notas dos alunos. O comportamento equivalente do GE e do GC 
descarta a intervenção psicopedagógica como um fator de influência sobre as mudanças 
cognitivas ocorridas no GE. Embora não tenham sido submetidos ao processo de intervenção 
psicopedagógica os alunos do GC apresentaram mudanças cognitivas importantes nos três 
domínios avaliados nas provas. No GE tais mudanças estiveram relacionadas, de alguma maneira, 
ao desempenho dos sujeitos nas provas de problemas. 
O estudo das relações entre as notas dos problemas multiplicativos e das provas 
piagetianas dos dois grupos32 mostrou que, embora o desempenho nas provas piagetianas tenha 
sido o fator que melhor explicou as mudanças cognitivas ocorridas nos grupos, o desempenho nos 
testes de problemas parece ter sido capaz de explicar, embora com menor consistência, o 
crescimento do GE nessa área. Neste grupo sair-se melhor nos testes de problemas garantiu, em 
parte, um desempenho correspondente nas provas piagetianas33. No GC, o mesmo aconteceu em 
apenas uma prova piagetiana (correspondência dupla e multiplicação numérica). 
Os dados de comparação do desempenho da amostra nas provas piagetianas antes e depois 
da realização da intervenção psicopedagógica qualificam suas aquisições como decorrentes das  
características do experimento. A neutralização da influência das variáveis dos sujeitos sobre as 
notas dos testes, obtida pelo tratamento estatístico dos dados não autoriza relacionar-se o 
crescimento dos grupos a variáveis não controladas na pesquisa, como o desenvolvimento 
espontâneo e maturacional dos alunos. A experiência física com o material e a situação 
experimental vivenciada pelos sujeitos durante a realização dos testes surgem como prováveis 
fatores de influência sobre o desempenho dos grupos. A definição dessas variáveis foi tomada 
emprestada de Sisto (1997, p.105): experiência física refere-se à interação dos sujeitos com o 
                                                          
31 Para fins de análise estatística as notas das provas piagetianas foram padronizadas segundo uma escala numérica 
de 0 a 10, válida para os três testes, assegurando, entretanto, a qualidade das respostas de cada um. A descrição deste 
processo de padronização está contida no tópico “Provas piagetianas” do capítulo referente à Metodologia da 
pesquisa.  
32 Este estudo foi realizado por meio de análise fatorial por componentes principais descrito no tópico “Relações 
entre varáveis” deste capítulo. 
33 A influência é considerada parcial tendo em vista os baixos coeficientes de correlação e a separação dos dois 
conjuntos de variáveis (aritmética e provas piagetianas) nos gráficos de fatores que mostram a baixa condição de 
explicação dos fatores 1 e 2 (69% na prova de correspondência dupla e multiplicação numérica, 65% na prova de 
permutas e 66% na prova de matrizes) sobre a variabilidade das variáveis contidas no segundo fator (mudanças 
cognitivas) GE, embora não neguem sua existência. 
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material utilizado nas provas piagetianas, e situação experimental à interação estabelecida entre 
o experimentador e o sujeito investigado, mediada pelo material apresentado, as questões 
colocadas e as respostas dadas.  
No GC os dados da aplicação repetida  das provas piagetianas (pré-teste, pós-teste 1 e 
pós-teste postergado) forneceram informações sobre as mudanças cognitivas produzidas pela 
manipulação do material da prova e pela interação dos alunos com o experimentador. Estas 
mudanças significaram a distância que cada criança faltava percorrer em relação à construção de 
cada um dos domínios cognitivos avaliados nas provas. Os dados da influência destas variáveis 
sobre o desempenho da amostra antecipam os encontrados no estudo das relações entre o 
desempenho dos testes de problemas e das provas piagetianas. Os resultados mostraram que o 
desempenho nas provas piagetianas foi melhor explicado pelas mudanças cognitivas dos sujeitos. 
Isto significa que o crescimento dos sujeitos em cada um dos testes foi fortemente influenciado 
pelos anteriores.  
Na prova de matrizes, a amostra apresentou um crescimento significativo de suas notas 
(no GE p=0,002 entre pré e pós 1, p=0,0009 entre pós 1 e pós 2, e p=6,01E-06 entre pré e pós 2; 
no GC p=0,005 entre o pré e o pós 1, p=2,86E-06 entre o pós 1 e o pós 2, e p=1,07E-08 entre o 
pré e o pós 2). O crescimento do GC durante o experimento abrangeu uma maior amplitude de 
notas (notas 1 a 5) em comparação com o GE (notas de 1 a 4). No GE a nota 1 (Gráfico 6) 
reduziu sua freqüência de 68,8% (31) para 48,8% (22) e 31,1% (14) no pós-teste postergado; a 
nota 2 aumentou de 28,8% (13) para 44,4% (20) e 48,8% (22); e a nota 3 aumentou fortemente 
sua freqüência no último pós-teste passando de 2,2% (1) para 4,4% (2) e 20% (9). A nota mais 
alta alcançada pelo grupo, a nota 4, obteve apenas uma incidência no pós-teste 1 e retornou ao 
nível do pré-teste, zero, no pós-teste 2.  
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Gráfico 6: Notas das provas de matrizes – GE  
 
Na prova de matrizes o GC (Gráfico 7) apresentou resultados similares aos do GE: a nota 
1 teve sua freqüência reduzida de 70% (42) para 56,6% (34) e 28,3% (17); a nota 2 aumentou a 
freqüência de 30% (18) para 36,6% (22) e 53,3% (32). A faixa de notas 3 atingiu, em valores 
absolutos, o mesmo crescimento do grupo experimental, de 1,6% (1) para 5% (3) e 15% (9) no 
pós-teste postergado. As notas 4 e 5 obtiveram, a primeira, 1,6% (1) nos dois pós-testes, e a 
segunda, 1,6% (1) no pós-teste postergado. A média das notas na prova de matrizes cresceu de 
modo equivalente nos dois grupos. Ambos iniciaram o experimento com média de 1,33, e 
enquanto o GC aumentou suas médias para 1,51 e 1,95 nos dois pós-testes; o GE aumentou para 
1,60 para 1,88. O desvio padrão das notas mostra um distanciamento ligeiramente superior das 
notas do GC em relação às médias. No GE os limites inferiores e superiores do intervalo das 
notas foram mantidos ao longo do experimento (no GC dp.0,50 no pré-teste, 0,67 e 0,81 nos dois 
pós-testes; no GE dp.0,66 no pré-teste, e 0,68 e 0,71 nos dois pós-testes). 
Gráfico 7: Notas das provas de matrizes – GC  
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Na prova de correspondência dupla e multiplicação numérica a amostra apresentou 
aumento significativo de suas notas (no GC p=0,0008 entre pré e pós-teste 1, p=0,002 entre o pós 
1 e pós-teste 2, e p=8,09E-06 entre o pré e o pós-teste 2; no GE p=0,08 entre pré-teste e primeiro 
pós-teste, p=0,0004 entre os dois pós-testes, e p=0,0002 entre pré-teste e pós-teste 2). Nesta 
prova os grupos apresentaram uma maior concentração da freqüência nas faixas superiores de 
notas, 3 e 4. As médias das notas dos grupos mantiveram-se altas durante todo o experimento: 
2,7; 3 e 3,23 no GC; 3 ; 3,11 e 3,33 no GE, ratificando os dados de freqüência. Contrariamente, 
porém, às duas outras provas piagetianas, nesta, as notas concentraram-se mais fortemente em 
torna da média (no GC dp.0,78 no pré-teste e 0,46 nos dois pós-testes; no GE dp.0,52 no pré-teste 
e 0,53 e 0,47 nos dois pós-testes).  
O GC (Gráfico 8) teve a freqüência das duas faixas superiores de notas (3 e 4) 
aumentadas: a primeira, de 63,3% (38) para 78,3% (47) e 73,3% (44); a segunda, de 11,6% (7) 
para 15% (9) e 25% (15). As duas faixas inferiores, 1 e 2, tiveram uma redução importante: a 
primeira reduziu a freqüência de 10% (6) para zero nos dois pós-testes; e a segunda reduziu de 
15% (9) para 6,6% (9) e 1,6% (1) no pós-teste postergado. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gráfico 8: Notas das provas de correspondência dupla e multiplicação numérica – GC 
 
No GE (Gráfico 9) apenas a faixa de notas mais altas (nota 4) teve sua freqüência 
aumentada: passou de 11,1% (5) para 20% (9) e 33,3% (15) no pós-teste postergado. Nas três 
outras faixas o grupo reduziu sua freqüência, embora com algumas oscilações: na nota 1, a mais 
baixa, o grupo passou de 2,2% (1) para zero nos dois pós-testes; na nota 2, passou de 6,6% (3) 
para 8,8% (4) e zero no pós-teste 2; e, finalmente, na nota 3 reduziu sua freqüência de 80% (36) 
para 71,1% (32) e 66,6% (30) no pós-teste postergado.  
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Gráfico 9: Notas das provas de correspondência dupla e multiplicação numérica – GE 
 
Na prova de permutas a amostra apresentou resultados opostos: o GC apresentou um 
aumento significativo de suas notas (entre pré-teste e pós-teste 1, p=0,003; e entre pré e pós-teste 
postergado, p=0,0001), enquanto no GE o crescimento não foi significativo (do pré-teste para pós 
1, nível de significância 0,19; do pós 1 para pós-teste 2, p=0,18; e do pré para pós-teste 2, 
p=0,05). O GC (Gráfico 10) apresentou redução gradativa das notas da faixa inferior (nota 1) do 
primeiro ao último teste: de 73,3% (44) para 56,6% (34) e 51,6% (31). Esta redução foi 
acompanhada pelo aumento da freqüência nas demais faixas de notas, em particular da segunda 
(nota 2), que aumentou de 23,3% (14) para 38,3% (23) e 41,6% (25) no último pós-teste. As 
faixas de notas mais altas 3, 4 e 5 também obtiveram algum crescimento, embora um pouco 
oscilante: 3,3% (2), 3,3% (2) e 5% (3), na primeira faixa de nota; 0%, 1,6% (1) e 0%, na segunda; 
e 0%, 0% e 1,6% (1), na terceira.  
Gráfico 10: Notas das provas de permutas – GC  
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notas imediatamente superior: a freqüência da nota 2 passou de 33,3% (15) para 42,2% (19) e 
44,4% (20); a nota 3 apresentou apenas uma incidência no pós-teste 2 passando de 0 para 1. 
Gráfico 11: Notas das provas de permutas – GE  
 
A média das notas do GC apresentou certa vantagem em relação ao GE. No primeiro teste 
o GC apresentou uma média de 1,30 e nos dois pós-testes, 1,50 e 1,58. O GE iniciou o 
experimento com média 1,30 passando para 1,42 e 1,48 no segundo pós-teste. Os dados de desvio 
padrão dos grupos evidenciam um distanciamento discreto de suas notas em torno da média (no 
GC dp.0,53 no pré-teste, 0,65 e 0,74 nos dois pós-testes; no GE dp.0,47 no pré-teste, 0,49 e 0,54 
nos dois pós-testes). 
Os dois grupos da amostra  apresentaram características similares dos alunos que mais se 
beneficiaram do experimento. Nas provas de matrizes e permutas os alunos que mais se 
beneficiaram da interação com o material e o experimentador parecem ter sido aqueles com 
desempenho mais baixo. Na prova de matrizes os alunos que obtiveram nota 1 no pré-teste 
chegaram ao segundo pós-teste com uma redução de sua freqüência de 50% no GE e 42% no GC; 
os que haviam obtido nota 2 tiveram redução de 20% no GE e 23,3% no GC; e aqueles com nota 
3, redução de 18% no GE e 13,5% no GC. Isto significa que, nesta prova para os alunos situados 
em um nível inferior de desenvolvimento no início da prova, a interação proporcionada pelos 
testes foi suficiente para promover mudanças cognitivas neste domínio. Aos alunos que iniciaram 
o experimento com notas mais altas, entre 4 e 5, a interação com o material e o experimentador 
foi quase indiferente. 
Na prova de permutas os resultados foram bastante próximos da anterior: nos dois grupos,  
os alunos que mais se beneficiaram do experimento foram os que haviam obtido as notas mais 
baixas no início do experimento. No GC os alunos que obtiveram nota 1 no pré-teste tiveram sua 
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freqüência reduzida nesta faixa de notas em 21% no pós-teste postergado, no GE tiverem redução 
de 23%. Os alunos que obtiveram nota 2 no pré-teste reduziram sua freqüência nesta faixa em 
18% no GC e 11% no GE. Mais uma vez, aos alunos que iniciaram o experimento em um nível 
de desenvolvimento mais baixo, a interação com o material e o experimentador foi suficiente para 
desencadear mudanças cognitivas no domínio de permutas. Para os alunos com níveis de 
desenvolvimento mais alto, entre 3 e 5, o experimento foi quase indiferente.  
Na prova de correspondência dupla e multiplicação numérica os resultados foram opostos 
aos dois anteriores. Desta vez, os alunos que mais se beneficiaram do experimento foram 
diferentes. No GC os alunos com notas mais altas e mais baixas parecem ter se beneficiado 
igualmente. Entre o pré-teste e o segundo pós-teste, todas as faixas de notas, desde 1 até 4, 
tiveram redução entre 10% e 14% de freqüência. No GE os alunos que iniciaram o experimento 
com notas mais altas, entre 3 e 4, aumentaram mais fortemente sua participação nestas faixas, de 
14% para 22%. Os alunos com notas mais baixas, entre 1 e 2, tiveram redução de apenas 2% e 
6% (pós–teste 1 e pós-teste postergado) nesta faixa de notas, após o período de intervenção.  
O crescimento equivalente dos dois grupos nas provas, com exceção da prova de 
correspondência dupla e multiplicação numérica parece resultar da interação entre 
desenvolvimento maturacional, experiência física com o material da prova e situação 
experimental. O crescimento das notas dos grupos evidenciou a distância a ser percorrida pelos 
sujeitos na construção destes domínios. A avaliação do quanto significou este crescimento em 
relação ao desenvolvimento natural dos sujeitos não foi possível ser realizada, em razão da 
inexistência de uma população de referência dentro dos limites da pesquisa. As razões da 
diferença de comportamento dos dois grupos na prova de correspondência dupla e multiplicação 
numérica não foi objetivo deste trabalho. Contudo, a verificação de seu caráter casual ou de sua 
relação com o conteúdo da intervenção psicopedagógica merecem um estudo posterior, mais 
detalhado.  
 
 
3.3 RELAÇÕES ENTRE VARIÁVEIS 
 
Notas dos problemas multiplicativos e das provas piagetianas 
 
Para o estudo das relações entre as notas dos problemas multiplicativos e das provas 
piagetianas os dados dos dois grupos da amostra (GC e GE) foram submetidos a uma análise 
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fatorial por componentes principais. Deste processo dois fatores foram considerados 
significativos para explicar a variabilidade total dos dados dos dois grupos: o fator 1, referente às 
variáveis associadas ao crescimento do desempenho dos sujeitos em aritmética (notas dos três 
testes de resolução de problemas multiplicativos); e o fator 2, referente às variáveis associadas à 
ocorrência de mudanças cognitivas (notas dos três testes das provas piagetianas de matrizes, 
permutas e correspondência dupla e multiplicação numérica).  
Na análise de componentes principais das variáveis associadas ao crescimento do 
desempenho do GC na resolução dos problemas multiplicativos e das provas piagetianas de 
correspondência dupla e multiplicação numérica, os fatores 1 e 2 contribuíram com 75% da 
explicação da variabilidade total dos dados coletados (Tabela 1). Os resultados indicam o fator 1 
como o de melhores condições para explicar o crescimento do desempenho dos sujeitos em 
aritmética (saturação de 0,89 no pré-teste; 0,88 no pós-teste 1; 0,90 no pós-teste 2). Deste fator 
depreende-se que o aumento das notas dos sujeitos nas provas de problemas multiplicativos 
esteve fortemente dependente do desempenho anterior em cada uma delas. A matriz de 
correlações apresentou coeficientes bastante altos destas variáveis: 0,72, pré e pós-teste 1; 0,77, 
pré e pós-teste 2; e 0,77, pós 1 e pós-teste 2 (Apêndice C). O fator 1também apresentou 
condições de explicar as mudanças cognitivas ocorridas nos sujeitos, na prova de 
correspondência dupla e multiplicação numérica (saturação de 0,24 no pós-teste 1; e 0,41 no pós-
teste 2). Isto significa dizer que os sujeitos que apresentaram crescimento de seu desempenho em 
aritmética tenderam a obter mudanças cognitivas nos dois pós-testes deste domínio cognitivo. 
 
Tabela 1: Fatores resultantes da análise fatorial – teste de problemas multiplicativos e de 
correspondência dupla e multiplicação numérica – GC 
Variável Fator 1 Fator 2 
Correspondência/pré-teste -0,028889 -0,722071 
Correspondência/pós-teste 1 0,241585 -0,823120 
Correspondência/pós-teste 2 0,410773 -0,750015 
Problemas/pré-teste 0,890850 0,171615 
Problemas/pós-teste 1 0,887056 0,188894 
Problemas/pós-teste 2 0,908077 0,182403 
Variância amostral explicada 0,438836 0,309973 
 
A partir da análise do fator 2 constata-se um comportamento inverso das variáveis 
associadas à aritmética e a operatoriedade: os sujeitos que apresentaram mudanças cognitivas na 
prova de correspondência dupla e multiplicação numérica tenderam a não obter crescimento de 
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seu desempenho nos testes de problemas. Tais dados foram confirmados pela matriz de 
correlação de variáveis cujos valores são bastante baixos (Apêndice C). São exemplos as 
correlações entre as variáveis: pré-teste de correspondência dupla e multiplicação numérica, e 
pré, pós-teste 1 e 2 de resolução de problemas multiplicativos, que apresentaram coeficientes 
baixos e negativos (-0,09; -0,01; -0,01). Os resultados sugerem certa influência das variáveis 
associadas ao desempenho em aritmética sobre o desempenho dos sujeitos na prova piagetiana. 
Tal influência parece não ter sido, entretanto, recíproca, uma vez que as mudanças cognitivas 
obtidas pelos sujeitos não garantiram o crescimento de seu desempenho na resolução dos 
problemas multiplicativos.  
As mudanças cognitivas ocorridas no domínio de correspondência dupla e multiplicação 
numérica foram melhor explicadas pelo fator 2. De acordo com estes resultados o crescimento 
dos sujeitos em cada um dos testes foi fortemente influenciado pelos anteriores (saturação de -
0,72 no pré-teste; -0,82 no pós 1; -0,75 no pós-teste 2). Os coeficientes de correlação, porém, 
apresentaram-se não muito altos, 0,37 entre pré e primeiro pós-teste e 0,33 entre pré e pós-teste 
postergado, e mais alto, entre os dois pós-testes, 0,61 (Apêndice C). O comportamento das 
variáveis descritas pelos fatores 1 e 2 pode ser visualizado na configuração de seus agrupamentos 
(Gráfico 12). Esta configuração indica a existência de dois grupos bem definidos de variáveis, 
desempenho em aritmética e nas provas piagetianas. 
A organização destes grupos delimita com bastante precisão as características dos sujeitos 
que pertencem a cada um. Não são os mesmos, os sujeitos que pertencem a um e outro grupo, 
pelo contrário, os que pertencem ao grupo que obteve crescimento de seu desempenho em 
problemas multiplicativos são diferentes daqueles que apresentaram mudanças cognitivas no 
domínio de correspondência dupla e multiplicação numérica. Pode-se afirmar que a habilidade de 
resolver problemas aritméticos por parte dos sujeitos que apresentaram mudanças cognitivas foi 
menor do que a habilidade de resolver as provas piagetianas dos sujeitos capazes de obter 
crescimento de seu desempenho em aritmética.  
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Gráfico 12: Dispersão dos sujeitos segundo a saturação dos dois primeiros fatores da 
Análise de Componentes Principais para a caracterização da prova de correspondência 
dupla e multiplicação numérica e de problemas multiplicativos do GC  
 
Resultados similares foram obtidos pelo GC na análise da relação dos dois outros 
conjuntos de variáveis do estudo: o primeiro, referente à relação entre crescimento do 
desempenho em aritmética (três testes de resolução de problemas multiplicativos) e ocorrência de 
mudanças cognitivas no domínio de permutas (três testes de permutas); e o segundo, referente ao 
crescimento do desempenho em aritmética (três testes de resolução de problemas multiplicativos) 
e ocorrência de mudanças cognitivas no domínio de matrizes (três testes de matrizes).  
Na análise de componentes principais do segundo conjunto de variáveis os fatores 1 e 2 
contribuíram com um percentual de 81% (desempenho em aritmética e operatoriedade no 
domínio de permutas) para explicar a variabilidade total dos dados do GC (Tabela 2). Como o 
ocorrido na análise anterior, as variáveis associadas ao crescimento do desempenho em aritmética 
foram melhor explicadas pelo fator 1 (saturação de 0,81 no pré e pós-teste 2; 0,82 no pós-teste 1). 
A forte correlação destas variáveis foi confirmada por seus coeficientes: 0,72, pré e pós-teste 1; 
0,77, pré e pós-teste 2; e 0,77 pós 1 e pós-teste 2. Os dados sugerem que o aumento das notas nas 
provas de problemas multiplicativos esteve fortemente correlacionado ao desempenho anterior 
dos sujeitos em cada uma delas. 
O fator 1 não foi capaz de explicar o desempenho dos sujeitos na prova de operatoriedade, 
uma vez que a correlação das variáveis associadas ao crescimento do desempenho em aritmética 
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e mudanças cognitivas no domínio de permutas apresentou-se inversa (saturação de -0,47 no pré-
teste; -0,41 no pós-teste 1; -0,44 no pós-teste 2). A natureza dessa relação foi confirmada pelos 
coeficientes de correlação baixos e negativos dos três testes de permutas e de problemas 
multiplicativos (Apêndice C). Dos resultados depreende-se que os sujeitos que obtiveram 
crescimento de seu desempenho em aritmética tenderam a não reproduzi-lo nas provas de 
permutas.  
 
Tabela 2: Fatores resultantes da análise fatorial – teste de problemas multiplicativos e de 
permutas – GC  
Variável Fator 1 Fator 2 
Permutas/pré-teste -0,470436 -0,702817 
Permutas /pós-teste 1 -0,417311 -0,781859 
Permutas/pós-teste 2 -0,445303 -0,804047 
Problemas/pré-teste 0,814048 -0,410626 
Problemas/pós-teste 1 0,826937 -0,378950 
Problemas/pós-teste 2 0,814533 -0,450954 
Variância amostral explicada 0,433952 0,377887 
 
O fator 2 foi capaz de explicar as variáveis associadas ao desempenho em aritmética e em 
operatoriedade. De acordo com os dados as mudanças cognitivas ocorridas no domínio de 
permutas, em cada um dos testes, foram fortemente influenciadas pelos resultados das anteriores 
(saturação de -0,70 no pré-testes; -0,78 no pós 1; -0,80 no pós-teste 2). Os coeficientes de 
correlação confirmaram a forte dependência dos três testes: 0,75 entre pós 1 e 2; 0,66 entre pré e 
pós 1; e 0,58 entre pré e pós 2 (Apêndice C). Em relação ao desempenho em aritmética, o fator 2 
mostrou certa influência das mudanças cognitivas ocorridas no domínio de permutas sobre o 
crescimento do desempenho dos sujeitos na resolução de problemas multiplicativos, embora 
menor que a anterior (saturação de -0,41; -0,37; -0,45). A baixa relação dos dois grupos de 
variáveis foi confirmada pelos coeficientes baixos e negativos presentes na matriz de correlações 
(Apêndice C).  
No gráfico de dispersão o comportamento destas variáveis gerou, segundo os escores da 
análise fatorial, a formação de dois grupos bem definidos. Como na análise anterior, sua 
configuração (Gráfico 13), permite definir com precisão as características dos sujeitos que 
pertencem a cada um. Os sujeitos que apresentaram crescimento de seu desempenho em 
resolução de problemas multiplicativos não apresentaram mudanças cognitivas no domínio de 
permutas e vice-versa. Novamente observa-se que a habilidade de resolver problemas aritméticos 
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por parte dos sujeitos que apresentaram mudanças cognitivas foi menor do que a habilidade de 
resolver as tarefas de operatoriedade por parte dos que obtiveram crescimento de seu desempenho 
em aritmética.  
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Gráfico 13: Dispersão dos sujeitos segundo a saturação dos dois primeiros fatores da 
Análise de Componentes Principais para a caracterização da prova de permutas e de 
problemas multiplicativos do GC  
 
No terceiro conjunto de variáveis os fatores 1 (crescimento do desempenho em aritmética) 
e 2 (mudanças cognitivas no domínio de matrizes) contribuíram para explicar 78% da 
variabilidade total dos dados do GC (Tabela 3). Reproduzindo os resultados das duas análises 
anteriores o fator 1 foi capaz de explicar os resultados das provas de resolução de problemas 
multiplicativos assegurando aos sujeitos a obtenção de resultados crescentes nos três testes 
(saturação de 0,84 no pré e pós-teste 1; 0,85 no pós-teste 2). Coeficientes bastante altos da 
correlação destas variáveis confirmaram os resultados: 0,72, entre pré e pós-teste 1; 0,77, pré e 
pós-teste 2; 0,77, entre pós 1 e pós-teste 2.  
Por outro lado, o fator 1 não foi capaz de explicar o desempenho dos sujeitos no domínio 
de matrizes. O comportamento das variáveis associadas ao crescimento do desempenho em 
aritmética e no domínio de matrizes apresentou-se inversa (saturação de -0,52 no pré-teste; -0,37 
no pós-teste 1; -0,30 no pós-teste 2). Os coeficientes negativos da correlação entre os três testes 
de matrizes e os três de problemas multiplicativos confirmaram a qualidade desta relação 
(Apêndice C). Os resultados sugerem que o crescimento do desempenho dos sujeitos em 
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aritmética não foi capaz de assegurar a ocorrência de mudanças cognitivas no domínio de 
matrizes.  
 
Tabela 3: Fatores resultantes da análise fatorial – teste de problemas multiplicativos e de matrizes 
– GC  
Variável Fator 1 Fator 2 
Matrizes/pré-teste -0,529767 0,638509 
Matrizes/pós-teste 1 -0,378069 0,809598 
Matrizes/pós-teste 2 -0,306220 0,760472 
Problemas/pré-teste 0,842562 0,352156 
Problemas/pós-teste 1 0,846766 0,322785 
Problemas/pós-teste 2 0,856373 0,358698 
Variância amostral explicada 0,446276 0,333055 
 
Nesta análise, o fator 2 foi capaz de explicar o desempenho dos sujeitos nas provas de 
matrizes e de aritmética. Segundo os resultados, as mudanças cognitivas ocorridas ao longo dos 
três testes de matrizes apresentaram-se fortemente dependentes do desempenho dos sujeitos nos 
anteriores (saturação de 0,63 no pré-teste; 0,80 no pós 1; 0,76 no pós-teste 2). Os coeficientes de 
correlação mostraram-se também altos confirmando esta tendência, 0,62 entre pré e pós-teste 1, 
0,45 entre pré e pós-teste 2, e 0,60 entre os dois pós-testes (Apêndice C). Embora, com níveis de 
saturação relativamente baixos (0,35; 0,32; e 0,35) as variáveis associadas à resolução de 
problemas multiplicativos apresentaram uma correlação positiva com as associadas ao domínio 
de matrizes. Isto significa dizer que os sujeitos que apresentaram mudanças cognitivas nas provas 
piagetianas de matrizes tenderam a reproduzir este crescimento em seu desempenho de 
aritmética.  
Apesar disso, a clara definição de dois grupos de variáveis (crescimento do desempenho 
em aritmética e mudanças cognitivas no domínio de matrizes) parece ser a característica 
predominante do GC nesta análise de correlações (Gráfico 14). Os sujeitos que pertencem a um 
destes grupos tendem a não pertencer ao outro: aqueles que obtiveram crescimento em seu 
desempenho aritmético tenderam a não ser os mesmos que apresentaram mudanças cognitivas no 
domínio de matrizes. Pode-se afirmar que a habilidade de resolver problemas aritméticos por 
parte dos sujeitos que apresentaram mudanças cognitivas foi menor do que a habilidade de 
resolver as tarefas de operatoriedade dos sujeitos capazes de obter crescimento de seu 
desempenho em aritmética. 
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Gráfico 14: Dispersão dos sujeitos segundo a saturação dos dois primeiros fatores da 
Análise de Componentes Principais para a caracterização da prova de matrizes e de 
problemas multiplicativos do GC  
 
O estudo das relações das notas dos problemas multiplicativos e das provas piagetianas do 
grupo experimental (GE) apresentou algumas características diversas das encontradas no grupo 
controle (GC). Da análise destes dados resultaram os mesmos fatores considerados significativos 
no GC para explicar a variabilidade total dos dados utilizados: o fator 1 que se refere às variáveis 
associadas ao desempenho dos sujeitos em aritmética (notas nos testes de resolução de problemas 
multiplicativos); e o fator 2 que se refere às variáveis associadas ao desenvolvimento cognitivo 
dos sujeitos (notas dos testes de matrizes, permutas e correspondência dupla e multiplicação 
numérica).  
Na análise da relação do primeiro conjunto de variáveis, crescimento do desempenho em 
aritmética e mudanças cognitivas no domínio de correspondência dupla e multiplicação 
numérica, os dois fatores apresentaram uma contribuição de 69% para a explicação da variância 
total dos dados do grupo. Sua contribuição, no GE, foi menor do que a ocorrida no GC (75%). O 
fator 1 apresentou condições de explicar o desempenho dos sujeitos tanto em aritmética quanto 
na prova piagetiana, embora as variáveis associadas ao primeiro tenham se apresentado mais 
fortemente saturadas (0,73 e 0,70, pré e pós-teste 2; 0,64, pós-teste 1) do que as associadas ao 
segundo (0,61;0,61; e 0,41). Os dados sugerem que o desempenho crescente dos sujeitos em cada 
um dos testes de resolução de problemas multiplicativos esteve fortemente correlacionado aos 
anteriores. Além disso, os sujeitos que apresentaram crescimento em seu desempenho em 
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aritmética tenderam a apresentar mudanças cognitivas no domínio de correspondência dupla e 
multiplicação numérica (Tabela 4).  
 
Tabela 4: Fatores resultantes da análise fatorial – teste de problemas multiplicativos e de 
correspondência dupla e multiplicação numérica – GE  
Variável Fator 1 Fator 2 
Correspondência/pré-teste 0,616714 0,316376 
Correspondência/pós-teste 1 0,616077 0,669359 
Correspondência/pós-teste 2 0,414866 0,755801 
Problemas/pré-teste 0,734981 -0,285980 
Problemas/pós-teste 1 0,646450 -0,554985 
Problemas/pós-teste 2 0,706462 -0,498380 
Variância amostral explicada 0,398197 0,292924 
 
O fator 2 mostra a ocorrência de um comportamento inverso das variáveis: os sujeitos que 
apresentaram mudanças cognitivas no domínio de correspondência dupla e multiplicação 
numérica não apresentaram melhoria de seu desempenho na resolução de problemas 
multiplicativos (Tabela 4). Contata-se que se sair melhor nas provas clássicas piagetianas não 
garantiu um resultado correspondente nos testes de problemas multiplicativos. A matriz de 
correlações confirmou a natureza desta relação ao apresentar coeficientes baixos para as variáveis 
associadas aos dois desempenhos. Pode-se apontar, em particular, os coeficientes das variáveis 
pós-teste 2 da prova de correspondência dupla e multiplicação numérica e pós-testes 1 e 2 das 
provas de resolução de problemas multiplicativos que apresentaram coeficientes extremamente 
baixos e negativos, -0,09 e -0,07 (Apêndice C). Em relação à prova piagetiana, o fator 2 foi capaz 
de explicar apenas parcialmente as mudanças cognitivas dos sujeitos. Apenas o pós-teste 2  
apresentou uma carga de saturação alta (0,75), no pós-teste 1 apresentou uma carga menor (0,66) 
e no pré-teste uma carga bastante reduzida (0,31). Os coeficientes confirmaram estes resultados 
apresentando valores decrescentes: 0,65 entre os dois pós-testes; 0,49 entre pré e pós-teste 1; 0,27 
entre pré e pós-teste 2 (Apêndice C).  
A configuração dos agrupamentos do GE permitiu visualizar a definição de dois grupos de 
variáveis, um primeiro, associado ao desempenho em aritmética e outro, associado ao domínio 
cognitivo de correspondência dupla e multiplicação numérica (Gráfico 15). Esta configuração de 
agrupamentos é similar a descrita acima no estudo de correlação das mesmas variáveis do GC. 
Também no GE, o perfil definido dos sujeitos de cada grupo permitiu inferir-se que aqueles que 
apresentaram crescimento em seu desempenho em aritmética tenderam a não reproduzir este 
comportamento na prova de correspondência dupla e multiplicação numérica e vice-versa.  
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Gráfico 15: Dispersão dos sujeitos segundo a saturação dos dois primeiros fatores da 
Análise de Componentes Principais para a caracterização da prova de correspondência 
dupla e multiplicação numérica e de problemas multiplicativos do GE 
 
Os resultados dos grupos GC e GE na análise de componentes principais destas variáveis 
apresentaram-se bastante similares. Podendo-se apontar, contudo, algumas diferenças de 
comportamento importantes para a delimitação do papel da intervenção nos resultados dos dois 
grupos. A primeira diferença se refere a variância total dos dados explicados pelos fatores 1 e 2 
na análise de componentes principais dos dois grupos da amostra. O GE apresentou um índice 
mais baixo (69%) que o do GC (75%), evidenciando a menor condição dos dois fatores de 
explicar a variabilidade das variáveis presentes no primeiro. A insuficiência destes fatores e, 
portanto, a necessidade de contribuição de pelo menos mais um fator para uma melhor explicação 
das correlações no GE parece decorrer de um movimento sutil de espalhamento das variáveis 
estimadas. No GE, embora agrupadas, as variáveis associadas ao desempenho em aritmética 
mantiveram-se discretamente mais espalhadas que no GC (Gráficos 12, 13 e 14). Tendo em vista 
o desenvolvimento diferenciado dos dois grupos para o ensino do conteúdo de resolução de 
problemas multiplicativos, pode-se considerar o espalhamento dessas variáveis uma decorrência 
da intervenção psicopedagógica realizada com o grupo experimental.  
O agrupamento ou a separação dos sujeitos em dois grupos, no gráfico de dispersão, 
parece estar relacionado às diferenças de seus coeficientes de correlação. No GE as provas de 
problemas multiplicativos apresentaram coeficientes inferiores (0,50; 0,54; e 0,58) aos do GC, 
situados na faixa de 0,72 a 0,77. Os coeficientes mais baixos do GE indicam uma menor 
regularidade dos dados do grupo nestas provas. Diferentemente do GC, no GE o comportamento 
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dos sujeitos em cada um dos testes apresentou-se imprevisível: os sujeitos puderam iniciar o 
experimento com notas baixas, aumentar no pós-teste 1 e diminuir novamente no pós-teste 2; ou 
obter notas altas no pré-teste e ir progressivamente diminuindo; ou ainda, obter notas baixas no 
pré-teste e ir aumentando nos dois pós-testes. Embora discreta, esta irregularidade dificultou uma 
definição mais precisa das características dos grupos de variáveis, e dos próprios sujeitos 
pertencentes a cada um, provocando o espalhamento dos pontos no gráfico de dispersão. 
Fenômeno semelhante a este, ocorrido no primeiro conjunto de variáveis do GE 
reproduziu-se no segundo: crescimento do desempenho em aritmética e no domínio de permutas. 
A variância total dos dados explicada pelos fatores estimados (fator 1, desempenho em aritmética 
e fator 2, mudanças cognitivas no domínio de permutas) foi de 65%, porcentagem menor que a 
apresentada pelo GC na análise das mesmas variáveis34. Nesta análise, o fator 1 foi também capaz 
de explicar o crescimento do desempenho dos sujeitos em aritmética e na prova de permutas. As 
variáveis associadas ao primeiro apresentaram-se fortemente saturadas (0,85, pré-testes; 0,73, 
pós-teste 1; e 0,80, pós-teste 2); e das variáveis associadas ao segundo, apenas duas apresentaram 
forte saturação (0,77, pós-teste 1; e 0,87, pós-teste 2). Segundo os resultados, o desempenho dos 
sujeitos em um dos três testes de resolução de problemas multiplicativos foi capaz de garantir seu 
crescimento nos outros dois; por outro lado, seu crescimento no desempenho de aritmética foi 
capaz de garantir a ocorrência de mudanças cognitivas no domínio de permutas (Tabela 5). 
 
Tabela 5: Fatores resultantes da análise fatorial – teste de problemas multiplicativos e de 
permutas – GE  
Variável Fator 1 Fator 2 
Permutas/pré-teste 0,438621 0,137222 
Permutas /pós-teste 1 0,229098 0,772633 
Permutas/pós-teste 2 0,266176 0,873417 
Problemas/pré-teste 0,850946 0,078711 
Problemas/pós-teste 1 0,731741 -0,463476 
Problemas/pós-teste 2 0,805010 -0,245356 
Variância amostral explicada 0,370553 0,276642 
 
As mudanças cognitivas no domínio de permutas foram explicadas, parcialmente, pelo 
fator 2: o desempenho dos sujeitos no primeiro pós-teste de permutas foi capaz de garantir 
crescimento de seu desempenho no pós-teste postergado (saturação de 0,77 no pós 1 e 0,87 no 
pós 2; e apenas 0,13 no pré-teste). O fator 2 mostrou, além disso, a existência de um 
                                                          
34 No GC, na análise da correlação das variáveis desempenho em aritmética e em operatoriedade no domínio de 
permutas a variância total dos dados explicada pelos fatores 1 e 2 foi de 81%. 
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comportamento inverso das variáveis associadas à prova piagetiana e à aritmética: a ocorrência 
de mudanças cognitivas no domínio de permutas não foi capaz de garantir o crescimento do 
desempenho dos sujeitos na resolução de problemas multiplicativos. A matriz de correlações 
apresenta baixos coeficientes destas variáveis. São exemplos disso, os coeficientes das 
correlações das variáveis pós-teste 1 e pós-teste 2 da prova de permutas, e pós-teste 1 da prova de 
resolução de problemas multiplicativos que se apresentaram baixos e negativos, -0,02 (Apêndice 
C).  
Visualizou-se na configuração dos agrupamentos do GE a definição de dois grupos de 
variáveis: um associado ao crescimento do desempenho em aritmética e outro associado às 
mudanças cognitivas no domínio de permutas (Gráfico 16). Tal configuração é similar a 
encontrada no GC, no estudo de correlação desses dois grupos de variáveis, e permite a definição 
do perfil dos sujeitos de cada grupo. Desse perfil pode-se inferir que o crescimento no 
desempenho de aritmética não foi capaz de garantir mudanças cognitivas no domínio de permutas 
e vice-versa. Os coeficientes de correlação dos problemas multiplicativos do GE apresentaram-se 
mais baixos (0,50; 054; e 0,58) que os do GC (0,72; 0,77; e 0,77), e, embora agrupadas, as 
variáveis associadas a este desempenho mantiveram-se discretamente mais espalhadas que no GC 
(Gráfico 13).  
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Gráfico 16: Dispersão dos sujeitos segundo a saturação dos dois primeiros fatores da 
Análise de Componentes Principais para a caracterização da prova de permutas e de 
problemas multiplicativos do GE 
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O terceiro conjunto de variáveis analisadas no GE, crescimento do desempenho em 
aritmética e no domínio de matrizes, apresentou resultados muito próximos aos outros dois, com 
exceção do agrupamento das variáveis associadas à resolução de problemas multiplicativos. O 
gráfico de dispersão (Gráfico 17), de acordo com os escores da análise fatorial, permitiu 
visualizar dois grupos bem definidos de variáveis. O que diferencia esta análise das outras já 
realizadas com dados do GE, é o menor espalhamento dos pontos associados ao crescimento do 
desempenho em aritmética. O agrupamento mais intenso destas variáveis define com maior 
precisão o perfil dos sujeitos que fazem parte deste grupo e reproduz os resultados das análises 
realizadas com os dados do GC (Gráficos 12, 13 e 14). 
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Gráfico 17: Dispersão dos sujeitos segundo a saturação dos dois primeiros fatores da 
Análise de Componentes Principais para a caracterização da prova de matrizes e de 
problemas multiplicativos do GE 
 
Do mesmo modo que no GC, o comportamento dos sujeitos do GE apresentou-se mais 
previsível podendo-se inferir que as provas de resolução problemas multiplicativos estiveram 
fortemente e positivamente correlacionadas entre si. Isto significa dizer que o aumento das notas 
dos sujeitos em cada uma das provas esteve fortemente dependente de seu desempenho nas 
anteriores. O agrupamento das variáveis permite a inferência de que os sujeitos que obtiveram 
crescimento de seu desempenho em aritmética tenderam a não reproduzir este comportamento no 
domínio de matrizes e vice-versa. 
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Os coeficientes de correlação das variáveis associadas ao desempenho em aritmética 
mantiveram-se baixos (0,50; 0,54; 0,58) indicando, em contraposição à interpretação do gráfico 
dos fatores estimados, alguma irregularidade das notas do grupo. A correlação das variáveis 
associadas ao desempenho nas provas de aritmética e de matrizes apresentou-se bastante baixa, 
embora apenas um tenha sido negativo (Apêndice C).  
Nesta análise, os dois fatores estimados (fator 1, crescimento do desempenho em 
aritmética e fator 2, mudanças cognitivas no domínio de matrizes) puderam explicar 66% da 
variabilidade total dos dados do grupo. Este percentual de contribuição dos fatores foi inferior ao 
obtido na análise realizada com os dados do GC (78%). Repetindo os resultados do primeiro e 
segundo conjunto de variáveis do GE, o fator 1, nesta análise, foi capaz de explicar o crescimento 
dos sujeitos tanto em aritmética quanto na prova de matrizes (Tabela 6). O crescimento das notas 
dos testes de resolução de problemas multiplicativos correlacionou-se fortemente ao desempenho 
anterior obtido em cada uma deles (saturação de 0,70 no pré-teste; 0,71 no pós-teste 1; e 0,72 no 
pós-teste 2). O crescimento no desempenho de aritmética mostrou-se também positivamente 
correlacionado às mudanças cognitivas no domínio de matrizes (saturação de 0,41 no pré-teste; 
0,65 no pós-teste 1; e 0,42 no pós-teste 2). Uma correlação inversa das variáveis associadas aos 
dois desempenhos foi mostrada pelo fator 2: a ocorrência de mudanças cognitivas no domínio de 
matrizes não garantiu o crescimento do desempenho dos sujeitos na resolução de problemas 
multiplicativos. A natureza da correlação foi confirmada pelos coeficientes baixos, embora não 
negativos, das variáveis – com exceção de um, referente à correlação das variáveis pré-teste de 
problemas multiplicativos e pós-teste 2 da prova de matrizes, -0,01. (Apêndice C).  
 
Tabela 6: Fatores resultantes da análise fatorial – teste de problemas multiplicativos e de matrizes 
– GE  
Variável Fator 1 Fator 2 
Matrizes/pré-teste 0,419433 -0,451763 
Matrizes/pós-teste 1 0,651543 -0,624923 
Matrizes/pós-teste 2 0,420918 -0,738056 
Problemas/pré-teste 0,709670 0,405412 
Problemas/pós-teste 1 0,719465 0,413623 
Problemas/pós-teste 2 0,729682 0,441308 
Variância amostral explicada 0,388550 0,278257 
 
Observando-se os resultados da análise de componentes principais e de correlação de 
variáveis pode-se apontar como um dado significativo presente nos dois grupos a influência do 
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desempenho em aritmética, não somente sobre ele mesmo como também sobre o das provas 
piagetianas. Nas seis análises de componentes principais realizadas, o fator 1 que representa o 
desempenho dos sujeitos em aritmética apresentou a melhor condição para explicar a correlação 
das variáveis associadas à aritmética e às provas piagetianas. A influência mais forte deste fator, 
sem dúvida, apresentou-se sobre o crescimento do desempenho de resolução de problemas 
multiplicativos ocorrida tanto no GC quanto no GE. Tal influência foi confirmada pelos altos 
coeficientes de correlação (Apêndice C) e pelos gráficos de fatores (Gráfico 12 a 17) que 
definiram com clareza o agrupamento destas variáveis. Também pode-se considerar relevante a 
influência, embora mais discreta, do desempenho em aritmética sobre as mudanças cognitivas 
dos sujeitos nos três domínios: permutas, matrizes e correspondência dupla e multiplicação 
numérica. Os baixos coeficientes de correlação (Apêndice C) e a nítida separação dos dois 
conjuntos de variáveis (aritmética e provas piagetianas) presentes nos gráficos de fatores (Gráfico 
12 a 17) evidenciam a baixa condição de explicação deste fator sobre as mudanças cognitivas dos 
sujeitos, embora não neguem sua existência. 
É notória a baixa influência do fator 2 (mudanças cognitivas nos domínios de 
correspondência dupla e multiplicação numérica, permutas e matrizes) sobre o crescimento do 
desempenho dos sujeitos em aritmética nos dois grupos GC e GE. Para esses alunos, se sair 
melhor nas provas clássicas piagetianas não garantiu uma melhora correspondente na tarefa de 
resolução de problemas multiplicativos. O comportamento dos dois fatores sugere que a 
habilidade de resolver problemas aritméticos dos sujeitos que apresentaram mudanças cognitivas 
foi menor do que a habilidade de resolver as provas piagetianas dos sujeitos que obtiveram 
crescimento de seu desempenho em aritmética. O fator 2 foi capaz de exercer um peso maior 
sobre a ocorrência de mudanças cognitivas nos três domínios cognitivos avaliados nas provas 
piagetianas, em particular no GC. No GE esta correlação tornou-se menos intensa e irregular, não 
ocorrendo em todas as variáveis associadas a cada domínio cognitivo. Esta pequena diversidade, 
entretanto, não autoriza a concluir-se por uma diferença de comportamento entre os dois grupos.  
Uma diferença um pouco maior e, talvez, merecedora de crédito para a diferenciação do 
comportamento dos dois grupos refere-se à correlação das variáveis associadas ao desempenho 
em aritmética. Neste caso, o que os dados parecem indicar é um pequeno movimento do GE em 
direção a uma definição menos nítida dos grupos de variáveis associadas à aritmética e às provas 
piagetianas. Percebido nos gráficos de fatores dos dois primeiros conjuntos de variáveis 
(desempenho em aritmética e em correspondência dupla e multiplicação numérica, e desempenho 
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em aritmética e em permutas35) estudadas no GE, este movimento mostrou-se bastante sutil, mas 
importante para a discussão do papel da intervenção nos resultados do experimento. Associado 
aos coeficientes de correlação destas variáveis, cuja média (0,76) é bem menor que a do GC 
(0,54)36, e ao percentual de contribuição dos dois fatores para a explicação da variância total dos 
dados do GE, também menores que os do GC37. O espalhamento discreto dos pontos que as 
representam nos gráficos de fatores parece indicar a necessidade de mais um fator para a melhor 
compreensão das correlações de variáveis existentes no GE. 
Ã luz do comportamento dos alunos do GE, tais dados podem ser interpretados como 
resultantes de uma menor regularidade de seu desempenho nas provas de resolução de problemas 
multiplicativos. Como apontado anteriormente, as notas do GE tornaram-se, após o processo de 
intervenção, menos previsíveis que as do GC: nesse grupo, os sujeitos puderam tanto diminuir 
quanto aumentar suas notas no primeiro e no segundo pós-teste. Tendo em vista as características 
do experimento, as diferenças de comportamento dos dois grupos parecem ter sido decorrentes do 
processo de intervenção psicopedagógica realizado com o GE, do qual o GC foi excluído. A 
diminuição dos coeficientes de correlação das variáveis associadas ao desempenho em aritmética 
parece contribuir para a redução da influência do exercício proporcionado pela repetição das 
provas, e o aumento do peso da intervenção psicopedagógica sobre os resultados dos alunos. O 
aumento significativo das notas do GE, após a realização da intervenção psicopedagógica, parece 
confirmar a razoabilidade de tais hipóteses explicativas.  
Outras diferenças de comportamento dos grupos controle e experimental podem ser 
observadas nas matrizes de correlações. No GE os coeficientes de correlação das variáveis 
associadas ao crescimento do desempenho em aritmética tenderam a apresentar-se mais altos 
entre o primeiro e o segundo pós-teste. Entre o pré-teste e os dois pós-testes as correlações 
existiram, mas foram bem menores. Tal comportamento é bastante diferenciado do GC cujos 
coeficientes de correlação foram equivalentes, tanto entre o pré-teste e os pós-testes 1 e 2 quanto 
entre os dois pós-testes. No GE a localização dos maiores coeficientes de correlação entre os dois 
pós-testes sugere uma maior dependência dos resultados do pós-teste postergado em relação ao 
                                                          
35 A análise destes dois conjuntos de variáveis pode ser encontrada nos Gráficos 12 a 17 deste capítulo. 
36 Os coeficientes de correlação destas variáveis, tanto no GE quanto no GC podem ser encontrados nos quadros de 
correlação, apêndice c.  
37 Na análise de componentes principais do conjunto de variáveis desempenho em aritmética e correspondência dupla 
e multiplicação numérica os dois fatores alcançaram um índice de 75% no GC e 66% GE. No conjunto de variáveis 
desempenho em aritmética e permutas o índice do GC foi de 81% e do GE, 65%.  
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primeiro pós-teste. O resultado obtido no pós-teste 1 determinou fortemente o obtido no segundo 
pós-teste. 
 Em última instância, os resultados dos dois pós-testes do GE parecem ter sido 
determinados pelos resultados do processo de intervenção vivenciado pelo grupo, e o quanto de 
aprendizagem e crescimento de seu desempenho em aritmética, os sujeitos puderam conquistar 
durante esta experiência. No GC, a equivalência dos coeficientes dos três testes e a inexistência 
de intervenção psicopedagógica por parte do GC sugere a influência do que foi aprendido pelos 
sujeitos na execução de cada uma das provas sobre os resultados das posteriores. Parece ter sido a 
execução repetida das provas de problemas multiplicativos o fator determinante do crescimento 
do desempenho dos sujeitos do GC, em aritmética. Relacionados aos dados descritos em tópico 
anterior38, tais resultados confirmam a forte influência da intervenção psicopedagógica sobre os 
resultados do GE nas provas problemas multiplicativos. Nestas provas O GE mostrou um 
crescimento significativo, em contraposição ao GC que não o demonstrou.  
 
 
3.4 QUANTO À INTERVENÇÃO PSICOPEDAGÓGICA 
 
Construção do esquema multiplicativo 
 
Durante o processo de intervenção psicopedagógica verificou-se o desenvolvimento de 
duas etapas no trabalho dos alunos. Nos dois grupos experimentais (GE1 e GE2) a primeira etapa 
se estendeu até a terceira ou quarta sessão de intervenção, e caracterizou-se pelo uso 
predominante de estratégias de recordação de fatos numéricos e cálculos mentais. Na segunda 
etapa, desenvolvida na metade das sessões de intervenção, estas estratégias foram mantidas, 
embora, neste momento, acompanhadas de estratégias de contagem. Contrariamente ao primeiro 
período, no segundo, as estratégias de contagem passaram a ser utilizadas espontaneamente pelos 
sujeitos e, potanto, imdependentes da sugestão do pesquisador. As estratégias de contagem 
apresentaram um forte crescimento nesta etapa da intervenção, e parecem ter sido utilizadas com 
o objetivo de confirmar os resultados antecipadamente obtidos.  
                                                          
38 Os dados referentes ao crescimento dos dois grupos nas provas de resolução de problemas multiplicativos são 
descritos no tópico “Notas dos problemas multiplicativos”, p.127-131. 
  
175 
A modificação de seus procedimentos de resolução, acompanhada do aumento do número 
de acertos dos problemas, sugere que a utilização de estratégias de recordação e de cálculos 
mentais durante a primeira metade da intervenção não representava, de fato, domínio dos 
conceitos da multiplicação e da divisão. Zunino (1995) lembra que, quando ensinadas 
precocemente na escola, as estratégias de resolução podem não representar a aquisição do 
raciocínio multiplicativo. Neste experimento, a aquisição do esquema multiplicativo parece ter se 
desenvolvido ao longo do processo de intervenção psicopedagógica com a utilização de 
estratégias de resolução com níveis e suportes diferenciados.  
 
Primeiras estratégias de resolução: recordação de fatos numéricos e cálculos mentais  
No início do processo de intervenção, os alunos manifestaram uma tendência de resolver 
oralmente os problemas apresentados pelo pesquisador fornecendo a resposta final, a operação 
aritmética utilizada, ou ambos. Os procedimentos envolvidos neste tipo de resolução foram 
classificados em duas categorias: recordação de fatos numéricos e cálculos mentais. Com base na 
definição de Kouba (1989) foi considerada estratégia de recordação de fatos numéricos a 
apresentação oral da operação de multiplicação ou divisão correspondente à estrutura matemática 
do problema39 (Kouba, 1989). Foram considerados cálculos mentais as estratégias utilizadas nos 
casos em que os numerais diferenciavam-se dos fatos da multiplicação e divisão e correspondem  
à estrutura matemática dos problemas. Segundo McIntosh (1998) e Sowder (1988) a execução os 
cálculos mentais depende fundamentalmente do domínio das estratégias de rememoração e do 
sistema de numeração decimal que permite o uso de múltiplos, decomposição e compensação de 
números e de propriedades das operações. 
A utilização das estratégias de recordação dos fatos básicos e de cálculos mentais nem 
sempre foi acompanhada de explicações ou justificativas adequadas. Reproduzindo resultados 
anteriores (McIntosh, 1998; Vergnaud, 1994; Sowder, 1988), em muitas situações os alunos 
mostraram-se capazes de realizá-las sem, contudo, manifestar uma tomada de consciência de seus 
procedimentos. Ainda que desenvolvidas como conhecimento implícito estas estratégias de 
aproximação do resultado foram consideradas favoráveis à aprendizagem do conteúdo de 
problemas multiplicativos. Zunino (1995) destaca que o cálculo estimativo, ou seja, a antecipação 
mental do resultado permite a avaliação da pertinência e da razoabilidade dos resultados obtidos 
                                                          
39 São considerados fatos básicos da multiplicação e divisão as operações que seguem a contagem de 1 a 10 (1x2, 
2x4, 4x5, 6x7, 56:8, 45:5, 60:10, etc.)  
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pelos sujeitos em outros procedimentos, como as contas executadas com lápis e papel. Por outro 
lado, a realização de cálculos mentais nem sempre levou os alunos a uma escolha pertinente da 
operação aritmética do problema, pois, como lembra Zunino (1995) o problema pode ser 
resolvido logicamente e não depender do domínio de algoritmos convencionais.  
Luc., 10 anos e 8 meses, apresentou um exemplo de estratégia de recordação de fatos 
numéricos. Após a discussão do grupo sobre o problema das barbinhas de papai Noel  (divisão-
partição com operação 56:8 / Apêndice F / 8C) ao ser solicitado a identificar a pergunta do 
problema Luc. respondeu prontamente: 56 dividido por 8. O experimentador solicitou a 
verificação desta possibilidade utilizando objetos de contagem: É uma possibilidade, mas que tal 
vocês resolverem o problema dos personagens com os materiais e depois a gente conversa sobre 
o resultado? Durante o tempo (cerca de 10 min.) em que os colegas procuraram resolver o 
desafio com os materiais de contagem Luc. iniciou várias vezes a tarefa, parando e recomeçando-
a. Parecia sentir-se impossibilitado de resolver o problema de uma forma diferente da operação 
aritmética escolhida de antemão. Após várias tentativas organizou o material de contagem e 
relatou ao grupo o seu trabalho: Eu peguei as 56 (barbinhas de papai Noel representadas por 
pinos de plástico) e coloquei uma em cada caixa (copos de plástico) até dar 7 em cada. 
A aparente dificuldade de Luc. em desenvolver uma estratégia de resolução com objetos 
de contagem é explicada por Kouba (1989) e Gómez (1991) como uma conduta esperada por 
parte dos sujeitos que utilizam a rememoração de fatos numéricos. Na última fase do 
desenvolvimento do esquema da multiplicação a atividade de contagem é substituída pela 
recuperação de fatos da multiplicação e divisão, combinados ou não com a adição. Além disso, a 
resolução de problemas em suportes diferentes implica raciocínios diferenciados e independentes 
entre si, de tal modo que procedimentos desenvolvidos com material de contagem não 
influenciam diretamente a elaboração de algoritmos mentais ou convencionais, e vice-versa. No 
caso de Luc., ser capaz de resolver o problema por meio da recordação de fatos da multiplicação, 
não implicaria necessariamente em ser capaz de fazê-lo com objetos de contagem, embora o 
tenha feito com sucesso após algumas hesitações (Zunino, 1995; Kouba, 1989). A compreensão 
do sujeito sobre as relações matemáticas presentes no problema e nas estratégias utilizadas foi 
confirmada pela coerência de sua explicação dos procedimentos adotados. 
A estratégia de recordação de fatos básicos da multiplicação e divisão é também 
exemplificada por Moh., 10 anos e 5 meses. Na resolução do problema das armas e tiros (divisão-
partição com operação 30:5/ Apêndice E / 5B) o aluno antecipou mentalmente a operação de 
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multiplicação 5x6=30. Com objetos de contagem organizou cinco grupos de seis pinos de 
plástico (que representaram os tiros). O procedimento adotado não consistiu na distribuição dos 
tiros nos grupos pré-estabelecidos pelo enunciado (cinco armas), e sim, na representação da 
multiplicação, antecipada mentalmente.  
 
Aluno: Peguei 5 armas e coloquei 6 tiros em cada. Peguei uma e contei e deu 6.  
Pesquisador: Como você sabia que deveria colocar 6 tiros em cada arma? 
Aluno: Ah! Eu já sabia... 
Pesquisador: Como você fez para saber? 
Aluno: Eu fiz a tabuada 5x6, 30. 
 
Embora tenha sido uma multiplicação, a operação aritmética escolhida por Moh. mostrou-
se homomórfa à estrutura semântica do problema, e evidenciou uma compreensão adequada da 
divisão como uma operação inversa da multiplicação. O domínio dos fatos básicos da 
multiplicação e sua concepção como operação inversa da divisão são condutas esperadas para 
esta faixa etária, como aponta a literatura (Kamii e Dominick, 1998; Zunino, 1995; Gómez, 1991; 
Kouba, 1989). Ao mostrar-se capaz de resolver o problema com objetos de contagem sem, 
contudo, saber explicar como pensou e justificar o procedimento adotado, o aluno demonstrou 
possuir um conhecimento intuitivo do conteúdo. Definido por Vergnaud (1994) como teorema-
em-ato, este tipo de conhecimento se manifesta implicitamente nas ações dos sujeitos, sem que 
estes tomem consciência de seus princípios matemáticos.  
A antecipação do resultado do problema por meio de estratégia mental, e independente da 
execução da operação com lápis e papel, demonstra o uso produtivo que Moh. fez do cálculo 
estimativo. Imprescindível na vida cotidiana, o cálculo estimativo juntamente com outras 
estratégias intuitivas (cálculo mental e comparação de números) é, em geral, abandonado pelos 
sujeitos ao longo do processo de escolarização, com sérios prejuízos à aprendizagem da resolução 
de problemas. De acordo com Campbell, Rowan e Suarez (1998) e Sowder (1988), em seu 
exercício cotidiano o cálculo estimativo e o cálculo mental enriquecem constantemente os 
esquemas conceituais e de procedimentos dos sujeitos ao estabelecerem novas relações entre as 
quantidades.  
Alguns alunos, desde o início da intervenção, utilizaram cálculos mentais para resolver os 
problemas. Quando solicitados a explicá-los, contudo, nem sempr os relacionavam aos dados do 
problema. Vin., 11 anos, mostra um bom exemplo desta situação quando ao resolver o problema 
das armas dos plumbeanos (divisão-quotição com operação 72:12/ Apêndice F / 3C) indicou com 
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acerto seu resultado. Solicitado a explicar como fez para resolver o problema não soube descrever 
sua estratégia mental. 
 
Pesquisador: O que dizia o problema sobre os tiros e as armas? 
Aluno: Tinha que dividir por 12. 72 dividido por 12.Deu 6. 
Pesquisador: Como você descobriu que dava 6? 
Aluno: Pensando... mas não sei explicar... 
 
Após o manuseio dos objetos de contagem (pinos e copos de plástico) Vin. explicou o que 
fez da seguinte maneira: Eu peguei 72 tiros e coloquei 6 tiros em cada...não, 6 tiros em 12 armas. 
Ao utilizar o cálculo mental e os objetos de contagem Vin. desenvolveu estratégias homomórfas à 
estrutura matemática do problema, embora sem tomada de consciência destas relações. O caráter 
implícito do conhecimento de Vin. faz corresponder sua conduta ao conceito de teorema-em-ação 
de Vergnaud (1994). Por outro lado, o conteúdo de divisão-quotição implicado no problema 
parece ter contribuído para aumentar as dificuldades de Vin. Como assinalam Nunes e Bryant 
(1997, p.149) este problema corresponde a uma nova relação parte-todo, de difícil compreensão 
em sua faixa etária. Segundo os autores, este tipo de problema envolve relações de distribuição 
que levam o sujeito a lidar, ao mesmo tempo, com três níveis de abstração: o número total do 
conjunto, o número de partes e o tamanho das partes que devem ser iguais entre si.  
A conduta de Adr., 11 anos, exemplifica o comportamento de vários alunos que, apesar de 
resolverem com correção os problemas multiplicativos, não foram capazes de acreditar em seu 
raciocínio ou em suas próprias respostas. Inicialmente, ao responder a solicitação do pesquisador 
sobre o problema dos compartimentos de plumbeanos (divisão-partição com operação 30:5/ 
Apêndice E / 5B) Adr. indicou abruptamente uma operação aritmética para sua resolução: 
 
Pesquisador: Afinal, o que a história diz sobre quantos plumbeanos tem que colocar 
em cada compartimento? 
Aluno: 6 vezes 5. 
 
Para resolver o problema Adr. utilizou uma estratégia de recordação de fatos da 
multiplicação. Sua resposta sugere uma concepção da multiplicação como operação inversa da 
divisão e, em razão disso, correspondente aos invariantes operatórios do problema. Questionada 
pelo pesquisador sobre como encontrou este resultado Adr. mudou imediatamente a resposta 
anterior desviando-se da questão.  
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Pesquisador: Como você pensou para chegar a esta conta? 
Aluno: Não, acho que é 30:5...  
 
Novamente interrogada desistiu das respostas dadas e abriu mão de seu raciocínio 
considerando-se incapaz de resolver um problema de dividir. 
 
Pesquisador: Você mudou de idéia e não acredita mais que é 5x6, e sim 30:5? Por 
que? O que fez você mudar de idéia? 
Aluno: Acho que tá errado. É 5x6 mesmo...Acho que é. Eu não sei fazer (problemas) 
de dividir. Não sei, não...  
 
Apesar de conceitualizar adequadamente o problema, Adr. não se sentiu segura de sua 
resposta e não resistiu ao pedido de explicação do entrevistador. O pedido de explicação foi 
interpretado como uma objeção à sua resposta, em razão da falta de confiança de Adr. em seu 
próprio pensamento. Tal comportamento foi encontrado anteriormente por Zunino (1995) em 
estudo realizado com faixa etária equivalente à da pesquisa. Segundo Kamii e Dominick (1998) a 
falta de confiança pode levar os sujeitos a abandonar a lógica de seu pensamento e adotar a lógica 
do outro. Para as autoras, este comportamento é decorrente de um ensino de aritmética centrado 
no treinamento de algoritmos convencionais, que transmite aos alunos a idéia de um caminho 
único para a resolução dos problemas. Alguns estudos (Ruiz e Bellini, 2001; Steffe, 1994; Hart, 
1988; Vergnaud, 1988; Schwartz, 1988) mostram que se ensinados precocemente e sem conexão 
com as estratégias intuitivas, os algoritmos convencionais podem transformar-se em um 
obstáculo de caráter epistemológico a aprendizagem matemática. Kamii (1995), em um estudo 
com faixa etária e conteúdo matemático equivalente ao desta pesquisa, comprova que alunos que 
não recebem instrução formal sobre o conteúdo apresentam, não somente apresentam uma 
quantidade maior de respostas corretas, como também de respostas qualitativamente superiores às 
dos alunos que a recebem. Por outro lado, a falta de confiança de Adr. em seus procedimentos de 
resolução pode ser interpretada com uma insegurança frente a um problema formulado de uma 
maneira diferente da apresentada na escola. Segundo Zunino (1995), na ausência dos indicadores 
das operações aritméticas usualmente presentes nos enunciados escolares, muitos alunos podem 
se sentir inseguros e duvidar de seu próprio raciocínio.  
O exemplo de Jos., 11 anos, ilustra a falta de domínio dos algoritmos convencionais e a 
dificuldade de substituí-los por raciocínios intuitivos pertinentes. Mal terminando de ler o 
problema das armas dos plumbeanos (multiplicação com operação 4x8=32/ Apêndice E / 4B), 
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Jos. gritou a solução da tarefa em tom de vitória: Já sei é de dividir! Quantos tiro (s) vai ter em 
cada arma? Ah! Já sei! Mostrando-se incapaz de explicar seu pensamento oralmente passou a 
demonstrá-lo com os objetos de contagem. Organizou quatro grupos com pinos de plástico de 
cores diferentes (que representavam os tiros dentro de cada arma). Explica seu procedimento da 
seguinte maneira: Eu peguei...faz de conta que isto aqui (um monte de pinos de uma mesma cor) 
é uma arma de uma cor, de outra e de outra (apontou os outros três montes de pinos coloridos). 
Os plumbeanos, eles só tinham 4 armas e só tinha 8 tiros. Eu peguei 4 e coloquei 8 em cada 
arma...Aí eu fiz a soma e deu 32. 
 
Pesquisador: Como você fez esta soma?  
Aluno: De dividir. 
Pesquisador: Explica a soma que você fez. 
Aluno: Não consigo explicar. 
Pesquisador: Como você pensou? 
Aluno: Eu pensei assim: 1, 2, 3, 4.... tem 4 e eles disseram que tem 8 tiros em cada 
uma e aí eu peguei e fiz 8 dividido por 4 e deu 32. 
Pesquisador: 8 dividido por 4 deu 32? 
Aluno: Não, é de vezes... 
Pesquisador: De vezes? Como assim?  
Aluno: Eu peguei tipo assim: eu peguei 8 numa arma 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (conta um a 
um os objetos de um dos montes). Deu certo com este, com este e com este (apontando 
para os outros montes). 
Pesquisador: Você fez quatro grupinhos de oito. E aí? 
Aluno: Eu peguei e juntei 8+8 deu 16. 16+8, 24. 24+8, 32. Deu isto. 
Pesquisador: Esta foi a soma que você fez então? 
Aluno: É. 
 
A explicação que o aluno desenvolveu sobre o seu procedimento mostra uma 
compreensão adequada das relações multiplicativas presentes no enunciado. Interpreta estas 
relações como uma relação um-para-muitos em que a proporção entre dois conjuntos é 
considerada constante. Segundo Nunes e Bryant (1997), a estratégia um-para-muitos não 
significa unir ou separar dois conjuntos, e sim replicar para manter estável a relação proporcional 
entre eles. O sentido multiplicativo do número que está presente nesta relação não diz mais 
respeito ao aumento de um ou outro conjunto e, sim, ao número de vezes em que ocorre a 
replicação que mantém a proporção. Para alguns autores (Kaput e West, 1998; Vergnaud, 1991; 
Mulligan, 1992), esta relação é aditiva e fundamenta a construção do esquema multiplicativo. De 
acordo com Kaput e West (1998), Lamon (1994) e Steffe (1994), a replicação de unidades-
compostas faz parte das estratégias de coordenação do acréscimo e decréscimo de duas coleções, 
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efetuada por meio de adição ou subtração, e de coordenação de acréscimo e decréscimo 
abreviado, em que são utilizadas as operações de multiplicação ou divisão. Em ambas, o 
raciocínio multiplicativo ainda não se faz presente, pois, se torna efetivo na fase seguinte em que 
a multiplicação é finalmente entendida como uma função.  
Considerado um modelo intuitivo da multiplicação (Baek, 1998; Kouba, 1989; Fishbein et 
al., 1988), o conceito aditivo da multiplicação está na origem de procedimentos de resolução 
utilizados por muitos dos alunos da quarta série elementar (Baek, 1998; Gómez, 1991; Kouba, 
1989; Vergnaud, 1988). A estratégia de adição utilizada por Jos. caracteriza-se pela soma 
seqüencial dos grupos e, segundo Kouba (1989) e Anghileri (1989 apud Gómez, 1991), situa-se 
na fase final de formação da estratégia de multiplicação. Apesar de compreender adequadamente 
a estrutura do problema, Jos. confunde a estratégia de adição com a operação de divisão. Parece 
impelido a escolher um algoritmo convencional, embora resolva o problema utilizando uma 
estratégia informal. Um ensino que privilegie a fixação e o treino de algoritmos desvinculados de 
seu significado parece estar na origem de seu estado de confusão, cuja saída pode estar 
relacionada à construção de um vínculo estreito entre seu saber intuitivo e saber formal 
transmitido pela escola (Kamii e Dominick, 1998; Steffe, 1994, Hart, 1988).  
Vergnaud (1988) e Case e Sandieson (1988) destacam que experiências de ensino que têm 
como ponto de partida estratégias de resolução intuitivas reorganizadas gradativamente como 
métodos formais permitem uma aprendizagem significativa da aritmética. A vinculação entre o 
manuseio de objetos de contagem, a interação verbal dos alunos para exposição e discussão de 
seus procedimentos, e a produção e interpretação de algoritmos intuitivos e convencionais são 
apontados por Zunino (1995) como caminhos promissores para o ensino escolar. De natureza 
diversa das estratégias mentais, conforme destacam Zunino (1995) e Kouba (1989), a contagem 
de objetos acompanhada de explicação e discussão oral de seu desenvolvimento, por parte dos 
alunos, parece ter facilitado a aprendizagem dos problemas multiplicativos.  
Na fase final do processo de intervenção os sujeitos mostraram melhores condições de 
resolver corretamente os problemas multiplicativos por meio de estratégias de recordação de 
fatos numéricos e de contagem. Nos dois exemplos o material de contagem serviu para explicar e 
justificar algoritmo utilizado. May, 9 anos e 10 meses, ao resolver um problema de raios e armas 
(divisão-partição com operação 30:5 / Apêndice E / 5B), indicou corretamente a operação 
aritmética e seu resultado (Dá para fazer 30 dividido por 5 que dá 6) e demonstrou seu 
procedimento através do manuseio dos objetos de contagem. Separou 30 pinos de plástico (raios), 
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pegou 5 copos (armas) e colocou 6 pinos em cada um. Explicou seu trabalho da seguinte maneira: 
Eu peguei 5 copinhos e fui colocando 6 em cada arma até chegar no 30. E deu 6 raios em cada 
arma como na conta que eu fiz.  
Jul., 10 anos e 9 meses, resolveu o problema da nave sauliana (problema de divisão-
partição com operação 54:2 / Apêndice E / 7B) repartindo 54 pinos de plástico (saulianos) em 2 
copos (domos da nave sauliana) por meio de contagem um-a-um. Explicou desta forma o que fez: 
Eu peguei 54 saulianos ao todo e peguei 2 copinhos e fui colocando um em cada até acabar.  
 
Pesquisador: Você fez algum cálculo para resolver este problema? 
Aluno: 54 dividido por 2 que deu 27. 
Pesquisador: Como você sabe que este é o cálculo adequado para resolver este 
problema e não outro? 
Aluno: Por exemplo assim, oh!...Por que tem a parte de cima e a parte de baixo da 
nave. Tem que ficar um pouco em cima e um pouco em baixo... Então eles tem que 
dividir 54 saulianos nas duas partes: 54 dividido por 2. Aí vai dar 27.  
 
Estratégias com uso de objetos de contagem  
A segunda etapa do processo de intervenção psicopedagógica caracterizou-se pelo uso 
complementar das estratégias de recordação de fatos numéricos e cálculo mentais e estratégias 
com uso de objetos de contagem (Figura 1). As estratégias de contagem são consideradas a base 
da formação do esquema multiplicativo (Baek, 1998; Kaput e West, 1998). Kouba (1989) destaca 
que a estratégia de contagem facilita a vinculação entre os dados numéricos de um problema e 
seus referentes, bem como a construção de sua representação simbólica. A vinculação entre 
símbolos e referentes (objetos e situações que dão significado aos símbolos), e a correspondência 
entre as ações efetuadas no mundo dos referentes e nos símbolos constituem as duas primeiras 
fases deste processo. As fases seguintes envolvem o mundo simbólico e as regras destacadas de 
seus referentes (Wearne e Hiebert, 1988). A estratégia de contagem foi utilizada, em geral, após a 
elaboração das estratégias mentais e oportunizou o confronto dos procedimentos entre si e destes 
com o enunciado do problema. 
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Figura 1: Resolução de um problema com material de contagem 
 
No exemplo de Vin., 11 anos, o confronto entre a estratégia de contagem e o enunciado 
foi suficiente para modificar seu procedimento de resolução. Ao resolver o problema dos cristais 
de força (divisão-partição com operação 45:5 / Apêndice F / 2C) o aluno antecipou seu resultado 
utilizando a estratégia de recordação dos fatos da multiplicação: É 5x9, 45. Ao manusear os 
objetos de contagem, tentando descobrir quantos cristais de força deveria colocar em cada 
compartimento, deu-se conta da contradição entre seu procedimento e o enunciado: Vin. pegou 
inicialmente 9 copos (que serviram para representar os compartimentos definidos no problema), 
mas desistiu. Logo após pegou 5 copos e distribuiu um-a-um os pinos de plástico (que 
representavam os cristais de força) nos 5 copos até terminar os 45 que havia separado. Ao 
explicar sua atividade afirmou: Assim não dá porque lá (apontando a mesa) tem muito e são só 5 
aqui (apontando o problema). Desmanchou o que fez, pegou 9 copos e colocou 5 pinos em cada. 
Comentou, então, que assim estava certo: Agora tá certo. 
 
Pesquisador: Estava errado antes, porque? 
Aluno: Porque eu peguei 5 copinhos e era 9.  
Pesquisador: Como você soube que eram 9 compartimentos e não 5. 
Aluno: Tá na folha. 
Pesquisador: Você poderia colocar 9 cristais em cada um?  
Aluno: Não. 
Pesquisador: Por que não? 
Aluno: Não sei. 
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Apesar de utilizar uma operação aritmética que forneceu o resultado esperado para o 
problema (a quantidade 9 de 5x9=45), Vin. demonstrou não saber exatamente a que este numeral 
se referia, se aos cristais ou aos seus compartimentos. A estratégia mental não lhe oportunizou 
esta contradição, entretanto, gerada pelo manuseio dos objetos de contagem. A representação dos 
eventos do problema por meio de suas ações lhe permitiu identificar o engano de sua conclusão 
inicial: de que eram 9 compartimentos com 5 cristais em cada um. O reconhecimento da 
contradição entre enunciado e estratégia de contagem não foi suficiente, porém, para a tomada de 
consciência de seus procedimentos ou a modificação de sua estratégia mental. Vin. mostrou ser 
capaz de resolver o problema, mas não de explicar ou justificar seu raciocínio. 
 Zunino (1995) lembra que muitas vezes a criança que encontra a resposta certa por 
compreender a estrutura lógica veiculada no enunciado do problema, pode não se mostrar 
consciente do cálculo que fez ou do procedimento que utilizou para encontrá-la. Segundo 
Vergnaud (1994), as estratégias de resolução ao manterem implícitos seus invariantes operatórios 
constituem-se teoremas-em-ação que podem ou não se converter em conhecimento matemático 
explícito, mediante a tomada de consciência dos sujeitos. É a consciência dos recursos 
conceituais e de procedimentos disponíveis em seu sistema cognitivo, bem como dos processos 
de mobilização destes recursos, que fundamenta a formação da competência em qualquer área de 
conhecimento, incluindo a matemática (Perrenoud, 1999; Coll, 1999; Pozzo e Echeverría, 1998; 
Baek, 1998; Vergnaud, 1990).  
Em alguns casos, a contradição entre as estratégias de resolução e o enunciado foi 
mantida, aparentemente, sem causar conflito ao sujeito que as sustentava como se fossem 
isoladas. Durante a resolução do problema dos raios (divisão-partição com operação 30:5 
/Apêndice E / 5B), Mic., 10 anos, não antecipou seu resultado e passou diretamente ao manuseio 
de objetos de contagem. Pegou 30 copos (para representar os raios que deveriam ser divididos 
entre cinco armas, conforme o enunciado) e colocou 5 pinos de plástico (que representavam as 
armas) em cada um. Enquanto realizava a tarefa o pesquisador pediu a Mic. que explicasse o que 
estava fazendo: Você poderia nos explicar como está resolvendo o problema com os materiais? 
 
Aluno: Eu peguei 30 copinhos que (são) os 30 raios e eu vou colocar 5 armas em cada 
um.  
Pesquisador: Você vai colocar 5 armas em cada raio? 
Aluno: É.... 
Pesquisador: Você acha que daria para colocar 5 armas dentro de um raio? 
Aluno: Ah!! Não sei!...Acho que tá errado! 
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Pesquisador: O que você acha que tá errado? 
Aluno: Não sei.  
 
Mic. continuou seu trabalho sem fazer qualquer modificação em seu procedimento 
demonstrando não lhe ter causado qualquer conflito a falta de razoabilidade de sua explicação (de 
que cinco armas poderiam ser colocadas dentro de um raio, e não o contrário). Os dados 
numéricos do problema são apreendidos pelo sujeito sem vinculação com o contexto e pensados 
como elementos isolados do enunciado. A necessidade de razoabilidade da resposta é abandonada 
em detrimento do treino de procurar pistas do enunciado que facilite a escolha de um cálculo e 
satisfaça a demanda escolar. É a aprendizagem precoce do algoritmo formal da multiplicação que 
permite aos sujeitos utilizar este procedimento sem uma compreensão adequada do conceito que 
lhe é implícito. Kaput e West (1998) lembram que até o sujeito poder lidar com os dados dos 
problemas como meramente quantitativos necessita passar por uma série de etapas de 
desenvolvimento do esquema multiplicativo que constroem a vinculação entre quantidades e seus 
referentes. De acordo com Wearne e Hiebert (1988), a integração dos procedimentos e conceitos 
que lhe são implícitos é resultante de um processo de construção do sistema simbólico que, nas 
primeiras fases, prevêem vinculação entre símbolos e referentes. Por essa razão, o ensino precoce 
da equação formal da multiplicação, e sua inversa, levam ao uso não significativo dos algoritmos.  
Estudos de Baek (1998) mostram que a escolha da operação aritmética antes da 
compreensão dos invariantes operatórios do problema consiste em um impedimento à solução 
correta. Resultados similares foram encontrados por Kamii e Dominick (1998) e Nunes e Bryant 
(1997) e Kamii (1995, 1986), que destacam o caráter epistemológico do obstáculo de 
aprendizagem provocado por este tipo de ensino da matemática. Para Ruiz e Bellini (2001, p.2-5) 
a matemática escolar pode ser considerada uma ‘paródia’ da matemática, a epistemologia de uma 
e outra são completamente distantes, pois, enquanto a matemática constitui um “sistema vivo de 
idéias” e de “relações entre idéias” a matemática escolar “cuida da transmissão de inertes 
fragmentos” de conhecimentos. Segundo os autores, a matemática envolve números, cálculos e 
notações, mas não se reduz a um conjunto de passos e regras pré-estabelecidas. Mais que isso, 
consiste em uma forma de pensar e de fazer perguntas que permite a construção sempre renovada 
de leituras e interpretações da realidade.  
No próximo exemplo, Mil., 10 anos e 9 meses, do mesmo modo que Mic., do caso 
anterior, não percebe a contradição entre as relações matemáticas expressas no enunciado e seu 
procedimento com material de contagem. Na resolução do problema das armas dos plumbeanos 
(divisão-quotição com operação 72:12 /Apêndice C / 3C) não antecipa o resultado do problema e 
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após o manuseio dos objetos de contagem explica seu procedimento: Eu peguei 72 tiros (pinos de 
plástico), eu peguei 12 copinhos (armas) e aí fui colocando um em um em cada copo. 
 
Pesquisador: Por que você fez isso? 
Aluno: Deu 6 tiros em cada arma. 
Pesquisador: O que dizia o problema? 
Aluno: Falava que tinha 72 tiros e tinha 12 armas e tinha que dividir os tiros em cada 
arma. 
Pesquisador: Quantos tiros o problema falava que tinha em cada arma? 
Aluno:12. 
Pesquisador: Quantos tiros você colocou em cada arma? 
Aluno: 6. 
Pesquisador: Parece que o que você fez com o material está diferente do que o 
problema diz... 
Aluno: É...Não sei...  
 
O cálculo relacional desenvolvido por Mil. permitiu-lhe intuir que o problema tratava de 
uma divisão, contudo, os dados numéricos do enunciado foram abordados como elementos 
desvinculados do contexto e dos referentes do problema. A natureza independente das estratégias 
mentais e de contagem, de um lado, e a desvinculação entre os conhecimentos conceituais e de 
procedimentos, de outro, podem provavelmente explicar a conduta do aluno.  
 
A passagem do pensamento aditivo ao multiplicativo  
Durante o processo de intervenção, embora tivessem recebido anteriormente instrução 
formal sobre o conteúdo, os grupos experimentais utilizaram estratégias de resolução, 
correspondentes aos níveis iniciais da formação do esquema multiplicativo. Por constituírem o 
fundamento do esquema multiplicativo as estratégias de contagem possuem um caráter 
eminentemente aditivo. Por meio da contagem são construídos os dois conceitos básicos do 
pensamento multiplicativo e proporcional: as unidades-compostas e a coordenação de seqüências 
de unidades-compostas.  
Segundo Steffe (1988), as estratégias de resolução de problemas multiplicativos são 
decorrentes da evolução das estratégias de contagem que se completa com a tomada de 
consciência da concomitância das duas séries de unidades-compostas, e de sua natureza ordinal. 
Uma seqüência de acomodações cognitivas promove o descentramento dos resultados para os 
mecanismos das ações dos sujeitos. Resultante de uma abstração lógico-matemática este processo 
transforma as ações do sujeito em objeto de seu próprio conhecimento. Qualitativamente superior 
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à abstração empírica, é a abstração lógico-matemática que permite a passagem do pensamento 
aditivo ao pensamento multiplicativo (Gómez, 1991; Piaget, 1977 apud Gómez, 1991). 
Luc., 10 anos e 8 meses, apresenta um exemplo de estratégia de representação direta. 
Denominada estratégia de contagem e modelagem (Lamon, 1994; Steffe, 1994), modelagem 
direta (Mulligan, 1992) ou modelo de representação direta (Kouba, 1989) é considerada a forma 
inicial do esquema multiplicativo. Na resolução de um problema sobre tiros e armas 
(multiplicação com operação 6x12 / Apêndice D / 3A) Luc. utilizou a contagem um-a-um. 
Contou um-a-um os pinos de plástico (tiros) que compuseram as armas (copos de plástico). Em 
resposta ao problema contou o total de tiros que organizou. Explicou seu trabalho do seguinte 
modo: Eu peguei os copos aqui, que são as armas. São 4. Eu coloquei de um em um em cada até 
chegar no 12. Aí depois eu fui conferir e deu 48 juntando tudo (faltaram 2 armas de 12 tiros para 
a solução correta do problema).  
Segundo Kaput e West (1998) e Kouba (1989), após o desenvolvimento da estratégia de 
contagem um-a-um dá-se início a elaboração da estratégia de dupla contagem, considerada um 
avanço cognitivo em relação a anterior. A estratégia de dupla contagem requer um nível de 
abstração superior e dá início a contagem simultânea de duas seqüências numéricas. A estratégia 
foi observada na resolução dos tipos de problemas de divisão. Nos de divisão-quotição os sujeitos 
contaram, concomitantemente, a quantidade de grupos e os elementos de cada grupo até o 
esgotamento do dividendo. Este foi o caso de Ane., 10 anos e 9 meses, na resolução de um 
problema de tiros e armas com operação 30:6 (Apêndice F / 5C). Ela iniciou seu trabalho 
separando 30 pinos (tiros) de plástico que representaram o dividendo do problema. Deste monte 
organizou três grupos de 6 pinos, colocados em copos de plástico (armas). Percebeu que ainda 
faltava um tanto para completar o dividendo e, então, repetiu mais duas vezes o mesmo 
procedimento: contou todos os elementos já colocados nos grupos, percebeu que ainda não 
esgotara o dividendo e montou um novo grupo de 6 pinos. Ao final da atividade contou os grupos 
e a quantidade de elementos de cada um assegurando-se da igualdade entre eles. Explicou o que 
fez da seguinte maneira: Tavam estes copinhos aqui, né (7 copinhos)? Eu fui colocando 6 em 
cada um e fui contando 6, 6, 6, 6, 6. Daí estes dois aqui sobraram. Chegou no 30 e eles sobraram 
(Ane. dispensou dois copinhos que sobraram).  
Nos problemas de tipo divisão-partição, resolvidos por meio de dupla contagem, os 
sujeitos distribuíram um-a-um uma determinada quantidade de elementos em um tanto de grupos 
previamente definidos no enunciado. Neste tipo de resolução a contagem dos grupos e dos 
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elementos de cada grupo foi realizada ao mesmo tempo. Ali., 11 anos, ao desenvolver esta 
estratégia em um problema de tiros e armas (com operação 32:4 / Apêndice E / 4B) separou 
inicialmente 35 pinos de plástico (tiros) que representaram o dividendo do problema e mais 4 
pinos (armas), todos de cor branca, que representaram o divisor. Abaixo de cada pino branco Ali. 
formou os grupos por meio de distribuição um-a-um. O procedimento de distribuição foi 
interrompido várias vezes para que contasse o número de elementos de cada grupo e o total já 
distribuído para conferir o quanto faltava para esgotar o dividendo. Ao final, contou a quantidade 
de pinos de cada grupo para assegurar-se de sua igualdade e obter a resposta para o problema. Ao 
explicar seu trabalho disse: Eu peguei... a arma é este branquinho... e eu coloquei oito tiros em 
cada arma. E deu 32.  
Derivados das estratégias de dupla contagem, os procedimentos de acréscimo e 
decréscimo repetido são definidos por Kouba (1989) como uma estimativa antecipada da 
quantidade de elementos ou de grupos a serem formados no processo de resolução. Durante o 
manuseio dos objetos de contagem a estimativa é corrigida pelos sujeitos por ensaio e erro. Mic, 
10 anos, fornece um exemplo desta estratégia na resolução do problema dos corlups (divisão-
partição com operação 72:4 /Apêndice G / 1D). Mic, separou 72 pinos de plástico (corlups) e 4 
pratos de papelão e avaliou antecipadamente que deveriam ser colocados 10 pinos em cada prato. 
Percebeu que sobraram pinos e distribuiu mais um em cada prato. Previu que devia dar 11 pinos 
em cada prato e percebendo que novamente sobravam distribuiu-os um-a-um. Antecipou a 
quantia de 12 pinos e repetiu o procedimento mais uma vez. A cada vez que colocou um pino a 
mais em cada prato atualizava a sua contagem dizendo baixinho: 10... 11.... 12. Ao final contou o 
número de pinos de cada prato assegurando-se de sua igualdade. Relatou da seguinte maneira o 
que fez: Eu coloquei 10 (corlups) em cada arma (prato). Vi que tava errado. Aí eu achei que era 
11 e coloquei mais um (corlup). Vi que tava errado de novo e achei que devia dar 12 e coloquei 
mais um (corlup) e deu 12 (corlup) em cada um (em cada prato).  
Na estratégia transicional os grupos são contados em seqüência por meio dos múltiplos de 
sua quantidade. Vin., 11 anos, utilizou esta estratégia na resolução do problema dos doces 
energéticos (multiplicação com operação 7x 5 / Apêndice E / 6B). Depois de organizar os 
conjuntos de 6 pinos (doces) em copos de plástico contou-os do seguinte modo: É que tem 5 
copinhos, né? Aqui dá 12 (apontando para dois copos com 6 objetos cada um), 24 (apontando 
para mais dois copos), e 30 (apontando para mais um copo). São 30 doces energéticos (Na 
solução correta do problema seriam 35 doces energéticos). Vin. contou os copos de dois 
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utilizando seu conhecimento dos múltiplos de 6. Para Kouba (1989) esta estratégia está mais 
próxima do raciocínio multiplicativo, pois, na contagem os números assumem papéis mais 
flexíveis: representam a quantidade de elementos de um conjunto (6) e o fator da contagem de 
seus múltiplos (6, 12, 24, 30). 
A estratégia de subtração não foi utilizada pelos grupos experimentais confirmando dados 
de estudos anteriores (Correa, 2000; Baek, 1998; Zunino, 1995; Mulligan, 1992; Gómez, 1991; 
Kouba, 1989) sobre a insuficiência deste procedimento como modelo intuitivo da divisão. A 
estratégia de adição foi utilizada e em seu desenvolvimento os objetos de contagem serviram 
apenas como suporte do número de repetições. De acordo com Kouba (1989) nesta estratégia o 
resultado é calculado mentalmente. Pau. 11 anos, utilizou esta estratégia na resolução de um 
problema de tiros e armas (problema de divisão-quotição com operação 30:6 /Apêndice F / 5C). 
Iniciou o trabalho separando 30 pinos de plástico (tiros). Estimou antecipadamente a organização 
de 4 grupos (armas). Colocou em cada copo 6 pinos e contou o total. Pegou mais um copo e 
colocou dentro mais 6 pinos voltando a contar o total de pinos. Solicitado a relatar seu 
procedimento explicou: Eu peguei 4 copinhos e vi que não dava 30 tiros. Dava 24 porque 
6+6+6+6 dá 24. Daí eu peguei mais um copinho de 6 para dar 30 tiros: 6+6 dá 12, 12+6 dá 18, 
18+6 dá 24, 24+6 dá 30.  
 
Estratégias com uso de lápis e papel 
Durante o processo de intervenção as estratégias de lápis e papel foram desenvolvidas em 
três modalidades: desenhos, relatos e algoritmos. Sua análise mostra uma modificação gradativa 
não somente das estratégias de resolução como também de suas formas de notação. 
Acompanhadas pelo aumento no número de acertos dos problemas tais modificações foram 
estimuladas pela análise semântica dos problemas. Resultados similares foram obtidos por 
Leymone e Tremblay (1986) em um experimento com quintetos de faixa etária equivalente ao da 
pesquisa. Segundo os autores, a análise semântica dos problemas desenvolvida em grupo 
permitiu o resgate dos algoritmos e notações intuitivas dos alunos e sua vinculação ao saber 
formal ensinado pela escola. Como destacam Nescher (1988) e Vergnaud (1988), a análise 
semântica dos problemas é capaz de penetrar o conhecimento predominantemente sintático 
aprendido na escola e diminuir a força dos símbolos e regras rotinizadas para dar lugar a 
processos de resolução conceitualmente significativos para os sujeitos. 
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O desenho  
Pesquisas (Lautert e Spinillo, 2000; Baek, 1998) mostram o desenho como uma das 
estratégias iniciais do desenvolvimento do esquema multiplicativo. Segundo Baek (1998) 
corresponde à estratégia de representação direta do problema com material de contagem. Os 
desenhos substituíram, já nas primeiras sessões de intervenção, os algoritmos convencionais 
ensinados pela escola e se desenvolveram progressivamente passando de sua forma mais 
primitiva, pictórica, até a representação icônica e simbólica.  
Mil., 10 anos e 9 meses, fornece um exemplo de notação pictórica (Figura 2) ao 
representar os procedimentos de resolução do problema dos cristais de força (divisão-quotição 
com operação 45:5) O desenho representa os 45 cristais de força distribuídos em 9 
compartimentos (Apêndice F / 2C). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2: Notação pictórica  
 
Bia., 10 anos e 2 meses, exemplifica uma notação icônica (Figura 3) dos procedimentos 
de resolução de um problema sobre tiros e armas (divisão-partição com operação 72:6). O 
desenho representa os 72 tiros distribuídos em 6 armas (Apêndice E / 3B).  
 
 
 
 
 
 
Figura 3: Notação icônica  
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Mil., 11 anos, apresenta a notação simbólica da estratégia de resolução do problema do 
planeta sauliano (divisão-partição com operação 56:7 / Apêndice D / 8A).  
Esta notação combina grafia de numerais (quantidade de barbinhas de papai-noel necessárias para 
o ataque de cada região do planeta sauliano) e representação icônica (regiões do planeta  
inimigo). O desenho representa as 56 barbinhas de papai-noel distribuídas em 7 regiões do 
planeta (Figura 4).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4: Notação simbólica  
 
Além da representação de procedimentos de resolução, uma boa quantidade de desenhos 
foi utilizada pelos grupos experimentais para ilustrar seu registro escrito. No GE2, de um total de 
101 desenhos, quase a metade, 40,5% (41), foi utilizada como ilustração; enquanto no GE1, de 
129 desenhos, apenas 6,2% (8) foram utilizados para este fim (Quadro 17).  
 
Quadro 17: Uso do desenho para representação de procedimentos – GE1  e GE2 
 Pictórica Icônica Simbólica 
GE1 9,9% 63,6% 28,1% 
GE2 36,6% 48,3% 15% 
 
Dos desenhos utilizados pelo GE2 para representação de procedimentos, a maior parte 
dividiu-se entre a forma de representação pictórica, 36,6% (22), e icônica, 48,8% (29), com uma 
discreta vantagem para esta última. A notação de tipo simbólico apresentou o índice mais baixo 
de preferência do grupo, 15,% (9). Entre os desenhos de procedimentos, o GE1 apresentou uma 
clara preferência pela forma icônica, 61,9% (75), em segundo lugar pela simbólica, 28,1% (34) e, 
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por último, com 9,9% (12) de escolha, pela pictórica. Formas menos primitivas de desenho de 
procedimentos parecem ter sido as mais utilizadas pelo GE1 (menos de 10% de representação 
pictórica). Em contraposição, a produção do GE2 apresentou-se concentrada nas formas de 
desenho mais primitivas, cerca de 85% de freqüência das representações de tipo pictórico e 
icônico. 
É curioso notar, que se de um lado, o GE2 pareceu manifestar uma forte preferência por 
representações menos avançadas, de outro, seu índice de utilização de algoritmos foi muito maior 
que o do GE1. Em decorrência disso, o GE1 encerrou a intervenção utilizando estratégias e 
notações mais primitivas que o GE2. Das representações mais primitivas, pictórica e icônica, as 
produções do GE2 parecem ter saltado em direção ao uso de algoritmos sem passar pela notação 
simbólica. O GE1 manteve a representação icônica ao longo da intervenção. Relacionados ao 
desempenho dos grupos nos testes de problemas os resultados mostram que o GE2 apresentou ao 
final dos três testes de problemas um crescimento de 21,9% de algoritmos canônicos e não-
canônicos; enquanto o GE1 que encerrou a intervenção com uso predominante de representação 
icônica apresentou um crescimento de apenas 8,7% desses algoritmos40.  
Na intervenção esta diferença não implicou em aumento no número de acertos por parte 
do GE2, pois, em razão da metodologia desenvolvida no experimento o registro dos 
procedimentos no papel foi sempre posterior à execução e discussão das estratégias de contagem. 
Isto diminuiu, e até mesmo, evitou o registro de resultados incorretos nos dois grupos. Contudo, 
nos testes o uso de algoritmos canônicos e não-canônicos por parte do GE2 significou um 
aumento concomitante no número de acertos. O uso predominante de algoritmos no final da 
intervenção deste grupo parece ter facilitado a escolha pertinente de algoritmos nos testes de 
problemas. De modo contrário, o uso predominante de representações icônicas no final do 
experimento por parte do GE1 parece ter dificultado a escolha da operação dos problemas. Os 
dados sugerem que a intervenção desenvolvida no GE2 (posição aleatória da incógnita dos 
problemas) facilitou de forma mais acentuada o processo de reconceitualização dos algoritmos 
convencionais do que a promovida no GE1 (apresentação pré-definida da incógnita). Conforme 
assinala Kamii (1998) o ensino de matemática tem como objetivo o uso significativo dos 
algoritmos convencionais, os algoritmos informais são o ponto de partida e não seu ponto de 
chegada. 
                                                          
40 O desempenho dos grupos experimentais é tratado no tópico “Notas dos problemas multiplicativos”, p.133-138 
deste capítulo. 
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Nos dois grupos a adaptação dos esquemas conceituais dos alunos às situações-problema 
promoveu a criação de procedimentos e formas de representação, a recuperação de estratégias 
intuitivas temporariamente abandonadas e a reconceitualização de algoritmos convencionais já 
aprendidos com vantagem, entretanto, para o GE2 (Vergnaud, 1988; Greer, 1988). Neste grupo a 
vinculação entre conhecimentos conceituais e de procedimentos intuitivos e algoritmos 
convencionais anteriormente aprendidos parece ter sido facilitada pelas características da 
intervenção. Tais características oportunizaram ao grupo refazer mais rapidamente que no GE1 a 
passagem necessária entre o saber informal e o formal transmitido pela escola (Kamii e 
Dominick, 1998; Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1994). O processo de reconceitualização tem 
sido o elemento central de modelos didáticos (Whitin e Whitin, 1998; Baek, 1998; Wearne e 
Hiebert, 1988; Case e Sandieson, 1988) cujo objetivo é a modificação de estratégias de resolução 
de alunos que já receberam instrução formal sobre o conteúdo de multiplicação.  
O GE2 mantém seu desempenho favorável se comparadas as produções de algoritmos e 
desenhos (aqui estão incluídos desenhos ilustrativos e de procedimentos)41 dos dois grupos. O 
uso de algoritmos no GE2 é três vezes maior que o do GE1. No GE2, 42,8% (45) foram 
algoritmos e 57,1% (60) desenhos, enquanto no GE1 foram 86,4% (121) desenhos para apenas 
13,5% (19) algoritmos. O alto percentual de algoritmos do GE2 concentrou-se nos últimos 
encontros da intervenção. Nas três últimas sessões, o grupo apresentou uma forte tendência de 
substituição dos desenhos, incluindo os ilustrativos, por algoritmos. A média diária de uso de  
algoritmos nas seis primeiras sessões do GE2 foi 3, e de desenhos, 13,9 (desenhos de 
procedimentos 8,4 e desenhos ilustrativos 5,5). Nas três últimas, a média de algoritmos subiu 
para 8,3, quase o triplo das seis primeiras, e a média de desenhos caiu para 6,8, a metade, sendo 
4,2 desenhos de procedimentos, e 2,6 desenhos ilustrativos.  
Em contrapartida, o GE1 manteve, durante a intervenção, certa homogeneidade no uso de 
representações simbólicas e algoritmos. Nas seis primeiras e nas três ultimas sessões de 
intervenção o grupo apresentou uma média de 2,6 algoritmos. A média dos desenhos também se 
manteve estável, 12,8 desenhos (desenhos de procedimentos, 11,8 e desenhos ilustrativos, 1) nas 
seis primeiras sessões e média de 12,1 (desenhos de procedimentos, 11,5 e desenhos ilustrativos, 
0,6) nas três últimas. No último período de intervenção, os desenhos concentraram-se na forma 
icônica, que passou de uma média de 6 para 9,6, com diminuição das outras duas representações: 
a representação pictórica diminuiu sua média de 1,5 para 0,6 e a simbólica, de 4,3 para 1,3. A 
                                                          
41 A inclusão dos desenhos ilustrativos para fins de análise se deve ao fato de que em muitos casos o desenho 
ilustrativo substituiu não somente o desenho de procedimento como também os algoritmos canônicos e não-
canônicos. 
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comparação de algoritmos canônicos e não-canônicos dá uma discreta vantagem para os 
primeiros, no GE1, e equivalência entre os dois tipos no GE2. Do total de algoritmos do GE1 
58,5% (86) foram canônicos e 41,4% (61) não-canônicos; no GE2 51,96% (66) foram canônicos 
e 48% (61) não-canônicos42.  
 
Evolução das estratégias de resolução com uso de desenho 
Nos dois grupos experimentais o resgate de formas primitivas de notação durante o 
processo de intervenção foi acompanhado do processo de formação e contagem de unidades do 
esquema multiplicativo, conforme descrito por Lamon (1994) e Steffe (1994). Foram encontradas 
as estratégias de formação e contagem de unidades segmentadas, de formação e contagem de 
unidades replicadas e contagem simultânea de duas seqüências numéricas, mais primitivas que as 
aprendidas na escola, e correspondentes à fase inicial do processo de construção do esquema 
multiplicativo. Segundo as autoras, estas estratégias são encontradas com maior freqüência entre 
alunos das duas primeiras séries elementares que não receberam instrução formal sobre o 
conteúdo de multiplicação.  
O desenho de Lor., 10 anos e 9 meses (Figura 5), exemplifica a estratégia de formação e 
contagem de unidades segmentadas. Nesta estratégia o todo é segmentado em partes que 
representam as unidades de unidades do esquema multiplicativo (Steffe, 1994). O procedimento 
foi utilizado na resolução do problema das barbinhas de papai-noel (problema de divisão-partição 
com operação 56:8) (Apêndice D / 2A). Lor. risca as barbinhas de papai-noel para marcar sua 
retirada do todo (dividendo) e sua distribuição um-a-um nas unidades-compostas (divisor). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5: Formação e contagem de unidades segmentadas 
 
                                                          
42 O tópico “Estratégias de resolução utilizadas nos testes de problemas multiplicativos” deste capítulo descreve com 
maiores detalhes os algoritmos utilizados em cada um dos três tipos de problemas desenvolvidos na intervenção, 
p.137-146.  
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Vin., 11 anos, mostra em seu desenho (Figura 6) uma estratégia de resolução mais 
avançada que a anterior. Na resolução de um problema de armas e tiros (multiplicação com 
operação 5x 6 / Apêndice D / 5A) utiliza a estratégia de composição de unidades. Esta estratégia 
se caracteriza pela replicação e contagem de unidades-compostas. Vin. desenha as armas 
(unidades-compostas) e indica com numerais a quantidade de unidades de cada unidade-
composta.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6: Composição e contagem de unidades replicadas  
 
O desenho de Ane., 10 anos e 9 meses apresenta uma estratégia de contagem simultânea 
de duas seqüências de unidades-compostas (Lamon, 1994). Representada com materiais de 
contagem esta estratégia é denominada por Kouba (1989) de dupla contagem, enquanto as duas 
anteriores correspondem à estratégia de representação direta. A estratégia foi utilizada para 
resolver o problema das caixas de barbinhas (multiplicação com operação 7x8) (Apêndice E / 
1b). A contagem simultânea das duas seqüências de unidades é explicitada em seu desenho (7 
barbinhas de papai-noel para cada caixa) e na série de numerais registrados logo abaixo de sua 
representação icônica (Figura 7).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 7: Dupla Contagem 
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A composição e contagem de unidades replicadas foi a estratégia de maior freqüência nos 
dois grupos. A estratégia de formação e contagem de unidades segmentadas não foi utilizada pelo 
GE2 e utilizada com uma freqüência de 16,4 % (20) pelo GE1. A terceira estratégia, contagem 
simultânea de duas seqüências de unidades-compostas, apresentou maior freqüência no GE2, 
7,2% (4), e 2,45% (3) no GE1 (Quadro 18). 
 
Quadro 18: Evolução das estratégias com uso de desenho – GE1 e GE2  
 Segmentação das unidades 
de contagem 
Replicação das unidades de 
contagem 
Contagem de 
duas séries 
GE1 16,4% 81,2% 2,4% 
GE2 0% 92,8% 7,2% 
 
A importância destas estratégias para o desenvolvimento do pensamento multiplicativo é 
confirmada pelo desempenho estatisticamente superior do GE em relação ao GC na resolução 
deste tipo de problemas43. Ao final do experimento o GE que foi estimulado a produzir este tipo  
de estratégias apresentou melhores resultados nos testes que o GC que não teve esta experiência. 
Estudos (Whitin e Whitin, 1998; Baek, 1998) têm mostrado que alunos que receberam instrução 
formal sobre multiplicação e apresentam rendimento insatisfatório neste conteúdo, melhoram seu 
desempenho ao ter acesso a um processo de ensino que promova a construção desses conceitos. 
Seu sucesso depende do resgate dos conceitos em níveis mais primitivos do que os ensinados na 
escola, e sua reconstrução em nível mais avançado do que aquele dominado anteriormente pelo 
sujeito. Segundo Wearne e Hiebert (1988) e Case e Sandieson (1988), abordagens didático-
pedagógicas que promovem a atividade construtiva dos alunos a partir de seu conhecimento 
intuitivo facilitam este processo. É a conjugação da experiência cotidiana dos sujeitos e dos 
aspectos figurativos de seu conhecimento e linguagem informal que, segundo Kieren (1988), 
permitem seu acesso ao nível técnico-simbólico do saber matemático ensinado pela escola. 
 No GE2 as estratégias mais avançadas obtiveram uma freqüência maior do que no GE1. 
As estratégias de replicação de unidades e de contagem simultânea de duas séries obtiveram no 
GE2 uma freqüência de 100%, enquanto no GE1 83,6 %. Relacionados ao desempenho dos 
grupos na produção de desenhos e algoritmos44 os dados sugerem que o GE2 pode ter 
ultrapassado o GE1 na produção de algoritmos em razão do nível mais avançado que se 
encontrava no final do experimento em relação à formação do esquema multiplicativo. Pesquisas 
                                                          
43 Os resultados do GE e do GC nos testes de problemas são apresentados no “Notas dos problemas multiplicativos”, 
p.127-135 deste capítulo. 
44 A produção de desenhos e algoritmos dos grupos GE1 e GE2 é tratada no tópico sobre estratégias de resolução, 
p.137-140. 
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(Kaput e West, 1998; Steffe, 1994; Lamon, 1994) mostram que as etapas de desenvolvimento 
deste esquema acontecem da mesma maneira em todos os sujeitos, embora em ritmo e em 
momentos diferentes. Assim, é de se supor que tendo avançado mais rapidamente as estratégias 
de resolução intuitivas os alunos do GE2 possam ter realizado, também com maior rapidez, sua 
vinculação aos algoritmos convencionais. Neste grupo, o aumento no uso de algoritmos 
canônicos e não-canônicos (com resultados corretos) parecem indicar o sucesso do processo de 
reconceitualização destes algoritmos. Mais uma vez, a diferença de abordagem dos problemas 
multiplicativos (apresentação aleatória e definida da incógnita), variável controlada na 
intervenção psicopedagógica dos dois grupos experimentais, parece estar associada às diferenças 
encontradas em seu processo de aprendizagem.  
 
Registro escrito de estratégias de contagem e algoritmos  
O registro escrito das estratégias de resolução e os algoritmos foram agregados aos 
desenhos no transcorrer da intervenção. Facilitou seu desenvolvimento a solicitação de um  
registro das atividades do grupo em um diário. Ao relato das aventuras ocorridas com os 
personagens, foram paulatinamente acrescentadas descrições das estratégias elaboradas com 
material de contagem e algoritmos. Bru, 10 anos e 5 meses (Figura 8), exemplifica uma página do 
registro denominado por ela de “Diário da Plinky”, seu personagem durante o experimento. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 8: Elaboração do diário dos personagens da história em quadrinhos 
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Os registros dos alunos mostram uma modificação gradual de seu conteúdo que, de modo 
geral, iniciaram com a descrição dos procedimentos de contagem e encerraram com a explicação 
do algoritmo escolhido. Jul., 10 anos e 5 meses (Figura 9), apresenta o registro escrito de um 
procedimento de resolução elaborado com material de contagem. O registro se refere ao 
problema dos espirros (divisão-quotição com operação 48:8 /Apêndice G / 3D). 
 
 
 
 
 
 
Figura 9: Registro escrito de um procedimento de contagem (a)45 
 
Em seu registro Lor., 10 anos e 9 meses (Figura 10), apresenta detalhes sobre o 
procedimento de distribuição um-a-um, utilizado na resolução do problema de cristais de força 
(divisão-partição com operação 45:9 / Apêndice D / 2A).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 10: Registro escrito de um procedimento de contagem (b)46  
 
                                                          
45 Eu peguei e contei os 48 espirros (dividendo) e fui separando os 8 fora do recipiente e deu 6 copinhos (divisor) 
para 8 espirros (em cada um).  
46 Eu peguei os cristais e contei até dar 45 (dividendo), e depois fui colocando 1 em cada compartimento (9 
compartimentos) e deu 5 (em cada). 
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Joi., 10 anos e 5 meses (Figura 11) apresenta o registro de um algoritmo escolhido para 
resolução do problema dos espirros (divisão-quotição com operação 48:8 /Apêndice G / 3D). 
Resolve o problema como se fosse um problema de divisão-partição. 
 
 
 
 
Figura 11: Registro escrito de um algoritmo47  
 
O GE1 manifestou uma preferência maior pelo registro de estratégias desenvolvidas com 
material de contagem, e o GE2, pela descrição dos algoritmos utilizados. Não se pode deixar de 
relacionar tais preferências ao uso predominante destas estratégias em cada um dos grupos48. 
Whitin e Whitin (1998) assinalam que nas quatro primeiras séries elementares o registro escrito 
constituiu-se em uma forma eficaz de tomada de consciência dos processos de resolução 
utilizados pelos sujeitos funcionando, por esta razão, como uma ponte entre os algoritmos 
inventados e os ensinados pela escola. 
 
Os algoritmos 
Durante a intervenção psicopedagógica dois tipos de algoritmos foram produzidos pelos 
grupos experimentais: algoritmos canônicos e não-canônicos49. Os algoritmos foram elaborados 
como parte do registro das atividades realizadas pelo grupo. Funcionaram como complementos, e 
não substitutos de outras estratégias e notações como o desenho ou o relato escrito de 
procedimentos. Nay., 10 anos e 2 meses, mostra em seu registro (Figura 12) a convivência de 
diferentes estratégias e notações elaboradas pelos alunos. Em seu “Diário dos Plumbeanos”, Nay. 
utilizou algoritmos canônicos (divisão), não-canônicos (adição repetida e multiplicação), 
                                                          
47 Eu pegava e fazia a divisão 48 dividido por 8 que daria quantos espirros tem em cada balão. 
48 Ao final do experimento o GE1 utilizou predominantemente representações icônicas, enquanto o GE2 utilizou 
algoritmos, conforme dados apresentados sobre estratégias de resolução, p.137-140 deste capítulo. 
49 A definição de algoritmos canônicos e não-canônicos é apresentada no tópico “Estratégias de resolução utilizadas 
nos testes de problemas multiplicativos” deste capítulo, p.137-145. Entretanto os algoritmos não-canônicos referidos 
neste tópico referem-se apenas a operações aritméticas. 
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desenhos e relato escrito dos procedimentos. O registro se refere à resolução do problema das 
barbinhas de papai-noel (divisão-partição com operação 56:7 / Apêndice D / 8A)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 12: Registro de estratégias e notações em uma folha do diário dos personagens 
 
A estratégia de adição repetida foi a mais utilizada na resolução de problemas de 
multiplicação e a segunda mais utilizada nos dois tipos de problemas de divisão50. Bru., 10 anos e 
5 meses (Figura 13) mostra o uso da adição repetida como algoritmo não-canônico de um 
problema de divisão-quotição com operação 45:5 (Apêndice F / 2C). A operação foi utilizada na 
resolução do problema dos cristais de força e acompanha o desenho do procedimento de 
contagem. 
                                                          
50 Estes são dados são descritos adiante, neste capítulo na p. 203-204. 
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Figura 13: Operação de adição repetida utilizada como algoritmo não-canônico de um 
problema de divisão-quotição 
 
O registro de Ane., 10 anos e 9 meses, a apresenta a adição repetida como algoritmo não-
canônico (Figura 14) de um problema de multiplicação com operação 5x6. A operação foi 
utilizada na resolução de um problema de tiros e armas (Apêndice D / 5A). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 14: Operação de adição repetida utilizada como algoritmo não-canônico de um 
problema de multiplicação 
 
O uso da adição repetida em problemas de multiplicação e divisão implica uma concepção 
aditiva destes problemas, conforme destacam Kaput e West (1998). De acordo com a literatura 
(Fischbein et al., 1985; Hart, 1988; Steffe, 1988; Nescher, 1988; Karplus, Karplus e Wollman, 
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1972 apud Hart, 1988), o uso da adição repetida nos problemas de divisão mostra a amplitude da 
concepção aditiva como modelo intuitivo da multiplicação. O abandono da segurança da 
resolução por via aditiva e sua substituição por algoritmos multiplicativos depende do avanço dos 
recursos cognitivos dos sujeitos. Segundo Kamii (1995), o raciocínio aditivo envolve um nível de 
abstração (o todo e as unidades simples), enquanto o multiplicativo envolve dois níveis (a 
formação das unidades-compostas além das unidades simples e do todo). A resolução destes 
problemas pelo caminho multiplicativo depende da interpretação de suas relações como uma 
proporção constante entre duas coleções, e não mais como adição sucessiva de sub-coleções de 
uma coleção maior. Nunes e Bryant (1991) destacam que, neste caso, a ação envolvida não é 
mais unir ou separar e, sim, replicar, ou seja, acrescentar unidades em cada coleção de forma a 
manter invariável sua proporção. Por volta dos 10 anos, ao final das quatro primeiras séries, os 
problemas de multiplicação e divisão tendem a ser resolvidos por meio de estratégias 
multiplicativas (Correa, 2000; Vergnaud, 1988; Schwartz, 1981). Isto porque o ensino dos 
conceitos e procedimentos multiplicativos na escola é capaz de modificar as estratégias intuitivas  
dos sujeitos complexificando-as e refinando-as. 
Nos dois tipos de problemas de divisão a multiplicação foi o algoritmo não-canônico  
mais utilizado pelos grupos, seguido da adição repetida. Ped, 9 anos (Figura 15) apresenta a 
operação de multiplicação utilizada como algoritmo não-canônico de um problema de tiros e 
armas (divisão-partição com operação 72:6) (Apêndice E / 3B). O domínio da propriedade 
comutativa da multiplicação é expresso nas duas operações (12x6 e 6x12) registradas por Ped. A 
operação de multiplicação é também acompanhada pelo algoritmo canônico do problema e o 
desenho do procedimento de contagem.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 15: Operação de multiplicação utilizada como algoritmo não-canônico de um 
problema de divisão-partição  
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Ao utilizar a multiplicação nos problemas de divisão os sujeitos evidenciaram uma 
interpretação das duas operações como inversas (Kamii e Dominick,1998; Zunino, 1995; Gómez, 
1991; Kouba, 1989). Isto significa entender as relações matemáticas envolvidas na situação como 
uma correspondência um-para-muitos. Decorrente desta interpretação as unidades envolvidas na 
relação são replicadas de modo a manter constante sua proporção. O operador escalar utilizado na 
estratégia representa o número de replicações das unidades (Nunes e Bryant, 1997). Estudos 
(Carretero, 1985 apud Vergnaud, 1988; Vergnaud, 1988; Kouba, 1989) mostram que entre 
crianças escolarizadas na faixa entre nove e dez anos, a estratégia escalar é a preferida, pois, 
possibilita uma análise dimensional menos complexa do enunciado do problema. Nesta análise, a 
proporção entre duas quantidades (razão) é aplicada sobre as outras duas, consideradas uma 
dimensão equivalente às primeiras. Nos problemas de divisão-quotição a multiplicação implica 
transpor o operador escalar da relação (c/d) para a relação (a/x); nos de partição implica transpor 
o operador escalar de (a/b) para (x/d). 
Entre os algoritmos não-canônicos os grupos apresentaram uma quase absoluta 
preferência pela operação de adição repetida nos problemas de tipo multiplicação, 100% (12) no 
GE2 e 96,4 % (27) no GE1 (Quadro 19). A predominância da adição repetida nestes problemas 
confirma resultados obtidos em estudos anteriores (Kaput e West, 1998; Baek, 1998; Kouba, 
1989; Vergnaud, 1983). 
 
Quadro 19: Uso de algoritmos não-canônicos nos problemas de multiplicação – GE1 e GE2 
 Adição repetida Divisão 
GE1 96,4 % 3, 8 % 
GE2 100% 0% 
 
Nos problemas de divisão-partição (Quadro 20) o GE1 mostrou preferência pela adição 
repetida 57,1 % (8), seguida da multiplicação com 42,8 % (6) de freqüência. O GE2 apresentou 
um resultado contrário: preferência pela multiplicação, 70% (14), e apenas 30% (6) de freqüência 
de adição repetida. 
 
Quadro 20: Uso de algoritmos não-canônicos nos problemas de divisão-partição – GE1 e GE2 
 Adição repetida Multiplicação 
GE1 57,1 % 42,8 % 
GE2 30% 70% 
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Nos problemas de divisão-quotição (Quadro 21) os grupos apresentaram novamente um 
comportamento contrário: o GE2 manifestou preferência pela multiplicação, enquanto o GE1 
preferiu a adição repetida. No GE1 a adição repetida obteve 47,4 % (9) de freqüência; no GE2 
51, 7 % (15). No GE1 a multiplicação obteve e 52,6 % (10); no GE2 48, 3% (14). A subtração 
repetida não foi utilizada nos problemas de divisão confirmando dados de estudos anteriores 
(Correa, 2000; Baek, 1998; Carpenter, 1993; Muligan, 1992) sobre a insuficiência desta operação 
como modelo intuitivo da divisão. 
 
Quadro 21: Uso de algoritmos não-canônicos nos problemas de divisão-quotição –GE1 e GE2 
 Adição repetida Multiplicação 
GE1 47,4 % 52,6 % 
GE2 51,7 % 48,3 % 
 
As estratégias canônicas multiplicativas envolvem o uso de operador escalar e operador 
funcional (Quadro 22). O operador escalar é derivado da concepção aditiva da multiplicação e 
define o número de vezes em que uma unidade (simples ou composta) é replicada. O operador 
funcional refere-se ao fator que mantém constante a proporção entre duas quantidades. É 
considerada uma quantidade intensiva, pois, não se refere a uma quantidade real e, sim, a relação 
existente entre duas quantidades Nunes e Bryant (1997). Nos problemas de multiplicação foram 
utilizados os dois operadores escalar e funcional51. Nos problemas de divisão-partição apenas o 
operador escalar foi utilizado, e na divisão-quotição, o operador funcional. A preferência dos em 
cada tipo de problema confirma dados encontrados anteriormente (Vergnaud, 1994).  
 
Quadro 22: Uso de operador escalar e funcional na intervenção –GE1 e GE252 
Multiplicação Partição Quotição  
Escalar Funcional Escalar funcional Escalar funcional 
GE1 50% 18 50% 18 100% 25 0 0 0 0 100% 17 
GE2 64,5% 20 35,5% 11 87,5% 14 12,5% 2 21,1% 4 78,9% 15 
 
Os operadores escalares e funcionais são ensinados na escola na primeira fase do ensino 
fundamental, por volta da terceira ou quarta série (Secretaria de Educação Fundamental, 1997). 
                                                          
51 Os dados sobre os operadores utilizados nos problemas de multiplicação em alguns casos se confunde com o 
domínio da propriedade comutativa da multiplicação, pois, alguns dos alunos aplicaram esta propriedade em seu 
processo de resolução.  
52 Os valores percentuais foram calculados separadamente em cada tipo de problema e em cada grupo experimental. 
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Segundo Kaput e West (1998), o método de ensino adotado pela escola define a escolha dos 
operadores em cada tipo de problema. De modo geral, as estratégias escalares são as 
preferencialmente ensinadas na escola, tanto na resolução de problemas de multiplicação quanto 
de divisão, em razão de sua relação de continuidade com as estratégias aditivas (Kaput e West, 
1998; Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1994; Nescher, 1988, Ohlsson, 1988). Para que sejam 
utilizados com pertinência os operadores dependem de uma correspondência adequada com as 
quantidades presentes nos enunciados e com os referentes do problema. Vergnaud (1991) 
caracteriza esta correspondência como uma relação homomórfa entre invariantes operatórios, 
referentes do problema e sistemas de representação simbólica. Contrariamente, porém, às 
estratégias informais os algoritmos convencionais podem ser utilizados lidando apenas com os 
dados quantitativos do problema. Desvinculada da situação de referência a escolha da estratégia 
tende a ser incorreta.  
Embora os algoritmos não-canônicos juntamente com os canônicos e os desenhos de 
procedimentos tenham sido usados de forma complementar durante a intervenção, a preferência 
por uma ou outra estratégia no processo de resolução pode fornecer algum indício sobre o nível 
de compreensão dos alunos. No GE1 (Quadro 23) os algoritmos não-canônicos foram os 
preferidos dos alunos nos problemas de divisão-quotição 38,8 % (19); nos de partição os 
desenhos tiveram a maior preferência, 43,5 % (30); e nos problemas de multiplicação foram 
predominantes os algoritmos canônicos, 59,4 % (44). Os desenhos tiveram uma freqüência 
também bastante acentuada nos problemas de quotição, 26,5 % (13).  
 
Quadro 23: Uso de algoritmos não-canônicos, canônicos e desenhos de procedimentos no GE1 
GE1 Canônicos Não canônicos 
(numéricos) 
desenhos de proced.
Multiplicação 59,4% 44 37,8% 28 2,7% 2 
Partição 36,2% 25 20,3% 14 43,5% 30 
Quotição 34,7% 17 38,8% 19 26,5% 13 
 
A preferência dos alunos pelo desenho parece indicar um nível de aprendizagem menos 
avançado dos problemas de divisão por parte dos alunos do GE1. Conforme assinalam Steffe 
(1994) e Lamon (1994), o uso do desenho como estratégia de resolução evidencia uma 
compreensão mais primitiva do esquema multiplicativo. Já observada anteriormente53, sua 
preferência pelo desenho parece se relacionar ao pequeno aumento de algoritmos canônicos e 
                                                          
53 Estes dados são comentados na p.127-130 deste capítulo.  
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não-canônicos, encontrado nos pós-testes do grupo. O aumento reduzido destes algoritmos 
implicou em um crescimento também menor no número de acertos dos testes de problemas para o 
GE1, se comparado ao GE2.  
No GE2 (Quadro 24) a maior freqüência dos problemas de divisão foi obtida pelos 
algoritmos não-canônicos, 40% (20) nos de partição e 56,8% (29) nos de quotição, seguida dos 
algoritmos canônicos, 32% e 37,2%, e em terceiro lugar pelos desenhos de procedimentos. Nos 
problemas de multiplicação, os algoritmos canônicos foram predominantes, 64% (31). As 
estratégias de resolução escolhidas pelo GE2 sugerem um nível de aprendizagem superior ao 
observado nas escolhas do GE1. Lautert e Spinillo (2000) lembram que a introdução dos 
numerais na representação das estratégias evidencia um patamar mais avançado de elaboração 
conceitual e de procedimentos da multiplicação. Observada anteriormente54, a preferência do 
GE2 pelos algoritmos parece se relacionar ao aumento destas estratégias nos pós-testes. Uma 
maior utilização destas estratégias implicou para o GE2 em aumento do número de acertos nos 
problemas.  
 
Quadro 24: Uso de algoritmos não-canônicos, canônicos e desenhos de procedimentos no GE2 
GE2 Canônicos não canônicos 
(numéricos) 
desenhos de proced.
Multiplicação 64,6% 31 25% 12 10,4% 5 
Partição 32% 16 40% 20 28% 14 
Quotição 37,2% 19 56,8% 29 5,9% 3 
 
A freqüência dos algoritmos não-canônicos durante a intervenção parece ter influenciado 
seu uso nos dois pós-testes. No pré-teste os grupos não utilizaram algoritmos não-canônicos (nos 
problemas de multiplicação e divisão-partição) ou os utilizaram com uma freqüência bastante 
reduzida (nos problemas de quotição 10% no GE1 e 11,4 % no GE2). No primeiro pós-teste os 
grupos passaram a utilizar algoritmos não-canônicos na resolução dos três tipos de problemas. 
Este comportamento se manteve no pós-teste postergado, com exceção dos problemas de tipo 
multiplicação que voltaram a não apresentar algoritmos não-canônicos. Nos problemas de 
partição chegaram a 13,6% de freqüência e nos de quotição, 15,9%. O aumento da freqüência dos 
algoritmos não-canônicos na intervenção e nos testes parece ser decorrente da influência desta 
variável sobre o desempenho dos alunos. Nos dois casos a modificação das estratégias de 
resolução foi acompanhada de aumento do número de acertos nos problemas. 
                                                          
54 O aumento do GE2 no uso de algoritmos durante a intervenção é comentado na p.133-137 deste capítulo. 
  
207 
Interação Aluno-Aluno e Aluno-professor  
Desde o início da intervenção psicopedagógica observou-se um envolvimento grande da 
maioria dos sujeitos nas tarefas propostas pela pesquisa. O ponto de partida do trabalho foi a 
apresentação do tema-base das intervenções, a história em quadrinhos “Contagem Decisiva”, e 
das regras do trabalho em grupo. As regras foram estabelecidas a partir do conteúdo da história e 
dos valores indicados por seus personagens como solidariedade e cooperação. Regras como 
esperar sua vez para falar, ouvir o que o outro tem para dizer, respeitar as idéias dos colegas e 
procurar usá-las na atividade de resolução, participar de todas as atividades do grupo e resolver as 
tarefas cooperativamente foram executadas e, de modo geral, bem aceitas pelos grupos. Os 
depoimentos finais dos alunos evidenciaram a importância da atividade realizada em grupo para 
todos os envolvidos. Quando solicitados a contar o que mais aprenderam durante as intervenções 
a maioria referiu-se primeiro ao trabalho em grupo e, em segundo lugar, à matemática. São 
exemplos de suas falas: aprendi a trabalhar em grupo; aprendi a trabalhar em equipe; eu 
aprendi a fazer as contas em grupo. 
A participação efetiva e imediata dos alunos no processo de intervenção foi percebida na 
realização em sua primeira tarefa. Após a leitura do gibi, história inicial, quando solicitados a 
escolher um personagem como seu referente, vários alunos não só se dispuseram a escolhê-lo 
como passaram a claramente vivenciá-los nos encontros seguintes. Alguns destes alunos 
providenciaram crachás para sua identificação como personagens da história. Os alunos mais 
envolvidos com o processo de intervenção vibraram intensamente não só com o desenrolar da 
história mas, também e, principalmente, com a performance de seus personagens na resolução 
dos problemas. Curiosamente, quando este comportamento manifestava-se por parte de alguns 
elementos do grupo logo se estendia aos demais integrantes. O mesmo acontecia quando a 
história não despertava grande interesse do grupo. A participação espontânea e integrada dos 
sujeitos nas tarefas de intervenção sugere uma forte motivação gerada pelo material didático. Este 
material parece ter atendido às necessidades intelectuais e psicológicas das crianças. Em vários 
depoimentos elas se referiram às histórias em quadrinhos como a atividade que mais haviam 
gostado na intervenção: eu gostei bastante das historinhas; eu gostei do sabotador, das 
barbinhas de papai-noel, dos corlups (e) dos cristais; eu gostei porque a gente ganhou as 
historinhas. De acordo com Saxe (1991) o envolvimento dos sujeitos na tarefa de resolução 
depende da vinculação do problema às experiências e conhecimentos informais dos alunos. 
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Do ponto de vista psicopedagógico a história em quadrinhos e seus personagens 
proporcionou a vinculação necessária dos problemas e o processo de resolução às situações de 
sua vida cotidiana. A história em quadrinhos, desta perspectiva, funcionou como uma ponte entre 
o saber matemático, seus conceitos e representações, e as situações de realidade que dão 
significado a este saber. Ao relatar “situações-problema reais” dos personagens a aventura e os 
problemas dos personagens tornaram-se, de uma certa maneira, parte da vida de cada um. 
Pesquisas (Echeverría, 1998; Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1994) mostram que na escola 
elementar a vinculação dos problemas matemáticos à vida cotidiana dos sujeitos facilita a 
aprendizagem dos conceitos e procedimentos matemáticos. Segundo alguns estudos (Kamii e 
Dominick,1998; Nunes e Bryant, 1997; Carraher e Schliemann,1983) nas quatro primeiras séries 
elementares o uso de conteúdos familiares nos enunciados apresenta uma estreita relação com o 
bom desempenho de crianças com baixo rendimento escolar. Echeverría (1998) lembra que os 
elementos contextuais são fatores determinantes para a compreensão dos problemas. Se 
correspondentes às experiências dos alunos facilitam sua compreensão, caso contrário, podem se 
tornar um obstáculo ao processo de resolução do problema.  
A importância da intervenção para a melhoria do processo de resolução de problemas, 
segundo os próprios alunos, fica evidente em algumas de suas falas: antes eu não era muito 
chegada em continhas (agora), quando a gente faz um problema a gente imagina o que está 
precisando (o que o problema solicita); aprendi a pensar antes de resolver o problema; as vezes 
a gente pensa que a conta é uma e é outra; gostei de fazer as contas com as coisinhas (referindo-
se ao material de contagem) e calcular na cabeça; eu aprendi a resolver com os objetos e, agora, 
com a cabeça, eu aprendi a resolver dos dois jeitos. Os alunos manifestaram sua satisfação com 
o uso do material de contagem e do cálculo mental como auxiliares eficazes para a solução dos 
problemas. Estudos (Campbell, Rowan e Suarez, 1998; McIntosch, 1998; Zunino, 1995; Case e 
Sandieson, 1988; Hiebert e Behr, 1988) mostram que o uso destes recursos em abordagens 
didáticas desenvolvidas para alunos que receberam instrução formal sobre multiplicação e 
apresentam baixo rendimento neste conteúdo não somente é capaz de modificar suas estratégias 
de resolução como também melhorar seu desempenho.  
Para os alunos a intervenção foi também considerada importante para a melhoria de sua 
aprendizagem de matemática, conforme ilustram os seguintes depoimentos: antes eu era um 
pouco fraco em matemática e eu consegui melhorar; eu aprendi a fazer as contas, eu tava mais 
ou menos em matemática e agente começou a fazer as contas no grupo; tá ajudando a resolver 
  
209 
os problemas, eu aprendi a fazer as contas certas. Um dos depoimentos mostra a repercussão do 
trabalho psicopedagógico para a vida escolar do aluno como um todo: aprendi a desenvolver os 
estudo(s), (a) copiar um pouco mais as coisas na aula e as tarefas e deveres em casa. (Antes) eu 
tinha preguiça. Segundo o relato dos professores, este aluno não escrevia ou participava das aulas 
até o início da intervenção (havia sido transferido de escola em fevereiro e já estávamos no mês 
de setembro). Embora sua participação no grupo tenha sido quase que restrita à elaboração de 
desenhos (ilustrativos e de procedimentos), evidenciou nos pós-testes melhoria de seu 
desempenho na resolução de problemas multiplicativos. Nunca faltou aos encontros e ao final da 
intervenção reconheceu seu progresso nas atividades da escola, e o papel do grupo nesta 
mudança. 
Como demonstram os resultados obtidos pelo grupo experimental, parecem ter sido as 
características da intervenção psicopegagógica realizada com o grupo o fator determinante da 
melhoria de seu desempenho. Entre estas características, a continuidade entre conhecimento 
matemático informal e formal foi uma das mais importantes. Estudos (Ginsburg e Putnam et al., 
1980 apud Resnick, 1991; Carraher et al., 1985) mostram que a análise semântica dos enunciados 
e a criação de algoritmos e notações simbólicas são fatores da aprendizagem de problemas 
multiplicativos. Segundo Wearne e Hiebert (1988), a construção de sistemas simbólicos 
permitem proporcionam a integração entre conhecimento conceitual e de procedimentos e 
permitem a vinculação entre conhecimento intuitivo e conhecimentos ensinados pela escola. A 
modificação das estratégias de resolução e o aumento no número de acertos dos problemas do 
grupo experimental parecem indicar uma passagem satisfatória entre os saberes intuitivos e 
formais.  
O envolvimento dos alunos na intervenção pareceu também se relacionar ao grau de 
integração das escolas na pesquisa. Uma boa acolhida da instituição significou regularidade dos 
dias e horários de intervenção, inexistente nas que foram indiferentes ao trabalho. A escola O 
cuja direção atendeu à solicitação da pesquisadora mediante o aceite dos professores cumpriu o 
contrato da pesquisa mantendo com regularidade os locais, datas e horários das atividades de 
intervenção. A aceitação e o interesse dos professores pelo projeto era claramente manifestado 
aos alunos através de estímulos à sua participação. 
Na escola A a manutenção dos horários e datas da intervenção foi mais difícil, ora por 
falta do aceite e disponibilidade de algum professor para a retirada dos alunos da classe, ora pela 
realização de algum evento ou não funcionamento da escola, não previsto ou não avisado à 
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pesquisadora com antecedência. O calendário das atividades de intervenção das escolas B e C 
sofreu alterações de última hora que deixaram o pesquisador e os alunos com dúvidas constantes 
sobre a continuidade do trabalho. Por conta destas situações dois grupos deixaram de funcionar e 
cinco alunos abandonaram as atividades de intervenção. Os grupos das escolas B e C 
apresentaram uma menor vinculação com a pesquisa, com os colegas e com o pesquisador. 
Das três instituições atendidas, a escola D ofereceu as piores condições para a execução 
do projeto, não tanto por sua rejeição à atividade, e, sim, pelas dificuldades advindas de seu 
próprio funcionamento. A quantidade de dias em que as aulas foram dispensadas (para reuniões 
de professores ou algum outro evento) foi bem maior que a das outras duas escolas. Pesquisadora 
e alunos, várias vezes, não foram avisados com antecedência sobre as mudanças do calendário. 
Interrupções das atividades da intervenção para troca de sala de aula também foram freqüentes. 
Uma das características mais fortes dos grupos da escola D foi a incerteza sobre quando e onde 
voltariam a se encontrar.  
Os grupos que tiveram as condições e a oportunidade de construir um vínculo entre seus 
integrantes o fizeram com base nas regras de convivência dos personagens da história. O contrato 
didático facilitou esta abordagem ao exigir que o próprio grupo, não somente resolvesse por sua 
conta os problemas matemáticos, como também os surgidos a partir de seu relacionamento inter-
pessoal. Neste contrato tornou-se claro o papel e a função do pesquisador como coordenador das 
atividades, e não como solucionador das dificuldades pedagógicas e sócio-afetivas do grupo. A 
exclusão do pesquisador-professor desta função permitiu aos alunos ocuparem o espaço vazio da 
direção, da conciliação, da retomada das regras e, algumas vezes, da crítica e questionamento ao 
comportamento dos colegas. Moro (1991) lembra que a atuação do professor tem considerável 
influência sobre o funcionamento do grupo promovendo uma excessiva dependência em relação 
às suas orientações ou a autonomia intelectual e afetiva dos alunos. A construção do grupo como 
entidade cooperativa depende de um processo contínuo de regulagem mútua dos alunos com 
reelaboração de suas relações. As inferências dos alunos sobre o seu modo de agir e os resultados 
desta ação no grupo são também fonte de evolução de suas trocas inter-pessoais. Um exemplo do 
papel assumido pelos alunos na intervenção foi apresentado por Jul. (10 anos e 9 meses) e Nay. 
(10 anos e 2 meses). Numa situação em que dois colegas não participavam adequadamente do 
grupo as alunas posicionaram-se firmemente em relação ao seu comportamento. Apontaram as 
dificuldades e a necessidade de mudança da conduta dos colegas para a continuidade das 
atividades de todos. A discussão ocorreu na sétima sessão de intervenção e se iniciou porque Ren. 
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(9 anos e 8 meses) ao dar uma sugestão de procedimento não aceita pelo grupo ficou 
incomodado. Vin. (11 anos), que fora do grupo o agredia fisicamente aproveitou-se da situação 
para tentar humilhá-lo.  
 
Nay: Depois que a gente não aceitou a idéia dele, ele emburrou. Ele não quis 
participar mais.(Comentando o comportamento de Ren no trabalho de manuseio do 
material de contagem).  
Jul: É mas, só porque a gente não aceita a idéia dele... 
Ren: A idéia de vocês deu briga, deu errado. Aí eu saí. 
Nay: Só que nós fizemos a minha idéia. Não foi a idéia do Vin. 
Vin: Eu acho incrível que ele ficou bravo porque três querem fazer de um jeito... 
Ren: Do meu jeito todo mundo ia fazer... 
Vin: Mas, ia dar errado... 
Ren: Você não fez para saber se ia dar errado... 
Vin: Só pelo que a gente viu já dava para ver que ia dar errado... 
Pesquisador: O Plunki tem uma certa razão. Às vezes o grupo não aceita uma idéia só 
porque foi ele que deu. Ele dá a idéia e alguns acham que não vai dar certo antes 
mesmo de tentar fazer. 
Vin: Sabe porque ninguém dá atenção para ele? Porque ele não faz por merecer. Aí 
fora ele não ajuda ninguém. 
Nay: Mas, você Vin., você também não ajuda ninguém. 
Ren: Outro dia eu tava tomando lanche e ele veio por trás e me deu um murro nas 
minhas costas. 
Mil: Lá no campinho ele bateu no Ren. também. 
Jul: Se você fosse igual a ele você gostaria que fizesse isto com você (perguntando para 
Vin. sobre Ren.)? 
Ren: Outro dia ele chegou e ficou dando soco em mim. 
Jul: Parece assim, parece que o Ren. tem medo do Vin. porque ele é forte. E o Vin. fica 
usando isso para ficar mandando no Ren., falando do Ren. e ele não pode fazer nada... 
 
Desta discussão participaram todos os cinco elementos do grupo e Jul. a encerrou 
apontando as dificuldades da relação dos dois colegas. Outras situações como esta já haviam 
ocorrido e graças a este tipo de atuação o grupo foi constituindo seu trabalho de forma cada vez 
mais integrada. O depoimento final de seus integrantes ilustra a importância desta construção 
para cada um dos sujeitos: eu aprendi a fazer tudo em grupo, antes eu não sabia; eu aprendi a 
fazer as contas em grupo, em grupo era difícil, eu não tava acostumado; quando (se) faz 
trabalho em grupo tem que se reunir, não é para se separar. A evolução do funcionamento dos 
grupos para uma melhor regulagem e soluções mais avançadas do ponto de vista social e 
intelectual está relacionada ao número de seus integrantes e a sua faixa etária. Moro (1991) 
destaca que em quintetos organizados com alunos mais velhos as formas de interação tendem a 
girar em torno de realizações coletivas e regulagem mútua. São características destes grupos as 
trocas de opiniões opostas, a complementação de verbalizações e as ações práticas.  
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O contrato didático estabelecido com o grupo permitiu a gradativa explicitação das 
dificuldades dos sujeitos em relação ao conteúdo trabalhado, bem como sua aceitação por parte 
dos demais colegas. Percebeu-se no início da intervenção a tentativa de vários alunos de esconder 
suas dificuldades durante a resolução dos problemas. Estes alunos não realizavam as tarefas no 
tempo solicitado, a realizavam durante o relato dos colegas, ou ainda, imitavam disfarçadamente 
seus procedimentos de resolução. Durante o processo de intervenção, com o auxílio do grupo e 
com base nas regras de funcionamento da intervenção, alguns destes alunos puderam manifestar 
verbalmente sua dificuldade e aceitar a ajuda do grupo. Mil. (10 anos e 9 meses) no quarto 
encontro de intervenção, mostrou que embora não soubesse resolver a tarefa, não se sentia mais 
tão envergonhado e conseguiu aceitar a intervenção do grupo. A situação iniciou-se com a 
explicação de Mil. sobre o procedimento adotado na resolução de um problema de tiros e armas 
(problemas de tipo divisão-partição com operação 30:5) com material de contagem. 
 
Mil: Eu peguei 6 armas e peguei 5 tiros e fui colocando...Oh!...5 tiros em cada... (o 
certo seria 5 armas e 6 raios em cada uma). 
Vin: 5 armas e 6 raios...  
Mil: Então?  
Vin: Em cada arma... 
Jul: Você fez errado... 
Nay: Ele colocou as armas dentro dos raios... (o grupo todo começou a rir do modo 
como Mil. havia organizado o material de contagem) 
Mil: Ah!... (Mil. rindo também retirou do seu material um copinho com 5 objetos que 
representa uma arma com 5 raios).  
Nay: É só pegar mais 5 (referindo-se aos raios que estavam faltando para completar 6 
em cada arma). 
Jul: Você colocou 5 aqui dentro (de cada arma)? Não é seis? 
Mil: Ah! É mesmo! Eu me enganei...são 5 armas para 6 tiros e não 6 armas como eu 
tinha feito...(enquanto fala reorganiza a tarefa pegando 5 pinos de plástico e 
distribuindo-os um-a-um nos copinhos-armas). 
Pesquisador: Como você resolveria este problema de cabeça ou no papel?  
Mil: Parece fácil, né? Mas a gente se engana...Eu fazia 5x6. Dá 30. 
Pesquisador: Por que? 
Mil: Porque são 5 armas e deu 6 tiros em cada arma. 
Pesquisador: Você acha que este é o melhor jeito de resolver este problema? Teria 
outro jeito? 
Pesquisador: Este é o melhor... 
 
Nesta situação o grupo divertiu-se com o erro de Mil. mas, ao mesmo tempo, preocupou-
se em auxiliá-lo. É importante notar que Mil, um menino de comportamento extremamente quieto 
e envergonhado, também pôde dar boas risadas de seu erro para depois aceitar a ajuda dos 
colegas na reorganização de sua tarefa. Aprender a lidar com seus próprios erros, procurando um 
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outro caminho de resolução, talvez tenha sido uma das grandes conquistas dos sujeitos durante o 
processo de intervenção. Inhelder e Celleriér (1996) destacam que somente quando o erro aparece 
ao sujeito como um problema é capaz de modificar sua ação. Somente nestas circunstâncias a 
interferência do professor ou dos colegas torna-se um fator importante em seu processo de 
tomada de consciência. Segundo Macedo (1994) ao tornar-se um observável para o sujeito o erro 
permite a percepção da não-coerência de sua resposta e o desencadeamento de uma atividade 
construtiva que modifica seus procedimentos e suas explicações sobre eles.  
O refazer as tarefas foi uma atitude adotada por vários grupos. Em um deles, a 
participação desigual de seus integrantes em uma tarefa permitiu a retomada do conteúdo do 
problema e da conduta do grupo na atividade coletiva. Refazer a atividade converteu-se em uma 
necessidade do grupo e não em uma solicitação do pesquisado-professor. 
 
Pesquisador: Como vocês fizeram o trabalho? O que vocês tinham que resolver?  
Bia: Tinha que fazer 24 barbinhas dividido por 8. Tinha que colocar 8 barbinhas em 
cada tubo. 
Pesquisador: O que aconteceu que vocês acabaram se enganando? 
Ane: Tem 8 barbinhas e 8 tubos (referindo-se ao que eles haviam feito com material). 
Luc: 24 dividido por 8 dá 3. Então eu pego 8 barbinhas e coloco em 3 tubos. Vamos 
fazer deste jeito que eu to falando... 
Bia: Não to entendendo nada... 
Pesquisador: Parece que o grupo não está resolvendo o problema com todo mundo 
junto. A Ane. está fazendo do jeito dela. O Luc. está fazendo do jeito dele. A Bia. não 
está entendendo o trabalho. Duas pessoas do grupo não estão participando...  
Bia: Acho que primeiro a gente tinha que falar... Vamos devolver tudo (referindo-se 
aos materiais que cada um pegou para resolver o problema) e conversar tudo de novo? 
 
O grupo retomou o enunciado do problema apontando o que deveria ser refeito e qual a 
participação de cada um na organização do material de contagem. A capacidade de refazer foi 
uma conquista do grupo construída ao longo do processo de intervenção. Como lembra Silver 
(1987) processos metacognitivos de monitoramento e avaliação do caminho percorrido para a 
resolução de um problema permitem a conscientização dos sujeitos sobre sua aprendizagem. 
Neste processo a tomada de consciência individual ou em grupo é essencial para a construção de 
conhecimentos. As coordenações cognitivas exigidas pela resolução conjunta de uma tarefa 
provocam uma contínua re-elaboração das relações entre os sujeitos e dos conhecimentos 
conceituais e de procedimentos. 
Segundo Piaget (1983) a coordenação inter-individual das ações de um grupo ao interagir 
com o processo individual de equilibração dos sujeitos pode intervir de forma significativa na 
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construção de seus conhecimentos. É favorável a este processo o confronto de hipóteses inerente 
ao trabalho em grupo. No grupo as coordenações inter-individuais precedem as individuais 
baseadas em competências já adquiridas pelos sujeitos, e juntas promovem novas aquisições 
cognitivas. Por esta razão, de acordo com Perret Clermont (1984), o conflito sócio-cognitivo e a 
co-elaboração de tarefas são atividades capazes de desestabilizar o funcionamento cognitivo dos 
sujeitos e promover a construção de novos conhecimentos.  
A próxima situação ilustra a retomada da tarefa e a troca de papéis dentro de um grupo. 
Joi. é um aluno com bastante dificuldade de expressar sua opinião e na resolução de um problema 
de divisão-partição não somente a expressa como também comanda o grupo no redirecionamento 
da atividade coletiva.  
 
Joi: Já tá dando rolo... 
Bru: É...já tá dando rolo... Vamos contar... (Joi. e Bru. estão terminando de organizar 
os objetos de contagem sobre a mesa). 
Jea: Isto não é trabalhar em grupo...  
Pesquisador: Porque você falou isto Plinky? 
Jea: Por que eles dois...Só os dois estão trabalhando... 
Bru: Você é que não quer entrar... 
Joi: Você que parou... 
Pesquisador: De que modo vocês poderiam mudar esta situação? 
Joi: É assim... Nós pegamos 4 negocinhos (referindo-se aos pinos de plástico) e a gente 
coloca nos 4 copinhos e vai passando um de cada vez. 
Van: Eu entendi o que ele quer fazer... Primeiro só ele põe 4 e depois para ele 
(apontando um colega) e depois para ele (apontando outro colega)... é assim. 
Pesquisador: Todo mundo aceita a idéia do Plonky? (o grupo responde 
afirmativamente com a cabeça). 
Joi: Vai Van.! É a sua vez! Ela os quatro e depois é o Jea... 
 
O grupo reorganizou a tarefa com base nas orientações de Joi. e resultaram do novo 
encaminhamento da tarefa não somente uma resolução adequada para o problema como também 
um novo modelo de funcionamento para o grupo. Na atividade do grupo à regulagem mútua do 
comportamento do grupo aliaram-se coordenações cognitivas inter-individuais que permitiram 
uma melhor compreensão e resolução da tarefa. Os esforços do grupo em resolver as situações de 
oposição e contradição levaram os participantes a coordenar suas ações. Segundo Moro (1991) e 
Macedo (1994) a negativa do outro no desenvolvimento de uma idéia ou de uma ação provoca a 
desestabilização do grupo cujo re-equilíbrio depende da compatibilização das soluções 
individuais. Os autores destacam que a tomada de consciência das oposições do grupo é capaz de 
gerar soluções conjuntas mais organizadas e avançadas que as organizadas individualmente.  
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CONCLUSÃO 
 
 
 
Estudos (Coll, 1999; Whitin e Whitin, 1998; Nunes e Bryant, 1997; Wearne e Hiebert, 
1988; Case e Sandieson, 1988; Leymone e Tremblay, 1986) sobre a aprendizagem de problemas 
multiplicativos nas primeiras quatro séries do ensino elementar têm mostrado a possibilidade de 
modificação de estratégias de resolução e aumento do número de acertos neste tipo de tarefa. 
Alguns experimentos (McIntosch, 1998; Campbell, Rowan e Suarez, 1998) demonstraram o 
sucesso de intervenções didáticas realizadas dentro da estrutura escolar para alunos com 
rendimento insatisfatório em matemática. Essas experiências têm sido organizadas a partir do 
controle de variáveis relacionadas aos sujeitos, à tarefa e à abordagem didática da intervenção. A 
revisão bibliográfica indicou a inexistência de estudos que tenham recorrido a posição da 
incógnita de problemas multiplicativos como uma variável controlada no processo de 
intervenção. Neste sentido, as duas modalidades de intervenção criadas nesta pesquisa a partir da 
variação da posição da incógnita de problemas multiplicativos tiveram como objetivo contribuir 
para o avanço da compreensão de sua aprendizagem no ambiente escolar.  
Segundo a hipótese do estudo alunos com rendimento insatisfatório em matemática, 
submetidos à intervenção psicopedagógica com abordagem construtivista e solução de problemas 
multiplicativos, poderiam melhorar seu desempenho nos testes de problemas e em provas 
piagetianas clássicas. Para verificação desta hipótese investigaram-se as relações entre a variação 
da posição da incógnita abordada na intervenção e a melhoria do desempenho dos alunos nos 
testes de problemas. A comparação dos resultados dos grupos experimentais mostrou um 
crescimento (nível de significância 0,5) equivalente no desempenho de ambos, tanto dos que 
receberam os problemas com apresentação da incógnita em ordem definida quanto dos que a 
receberam de forma aleatória.  
Os resultados dos testes se mostraram independentes da variável controlada nas 
intervenções psicopedagógicas descartando a hipótese de influência da ordem de apresentação da 
incógnita sobre o desempenho dos alunos na tarefa de resolução de problemas multiplicativos. Os 
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resultados dos grupos experimentais diferenciaram-se apenas quanto ao tipo de população 
beneficiada em cada uma das modalidades de intervenção. A apresentação aleatória da incógnita 
parece ter trazido maiores benefícios aos alunos com notas mais baixas (entre zero e quatro, em 
provas com valor máximo dez) do que a ordem definida utilizada no outro grupo experimental. 
Os dados sugerem que a modificação da ordem convencional de apresentação deste conteúdo na 
escola (ordem definida) facilitou a aprendizagem dos conceitos e procedimentos multiplicativos 
dos alunos com maiores dificuldades conceituais.  
A pesquisa investigou também as relações existentes entre a melhoria de desempenho dos 
alunos nos testes de problemas e nas provas piagetianas clássicas. Nas provas de matrizes e de 
correspondência dupla e multiplicação numérica o crescimento foi equivalente em toda a 
amostra; na prova de permutas somente o grupo controle apresentou melhoria de seu 
desempenho. A análise de componentes principais e de correlação de variáveis apontou a variável 
desempenho em aritmética como a variável de maior influência sobre os resultados dos alunos 
nos testes de problemas, tanto nos grupos experimentais quanto no controle. O aumento das notas 
nos testes de problemas mostrou uma forte dependência de seu resultado no teste anterior (pré, 
pós-teste 1 e pós-teste postergado).  
Os baixos coeficientes de correlação e a separação dos dois conjuntos de variáveis 
(aritmética e operatoriedade) nos gráficos de fatores mostraram uma fraca influência dessa 
variável sobre o desempenho dos alunos nas provas piagetianas. A variável desempenho nas 
provas piagetianas (correspondência dupla e multiplicação numérica, permutas e matrizes) não 
mostrou influência sobre o crescimento da amostra nos testes de problemas. Para a amostra, se 
sair melhor nas provas piagetianas clássicas não garantiu uma melhora correspondente na tarefa 
de resolução de problemas multiplicativos. Essa variável mostrou-se capaz de explicar apenas o 
progresso dos alunos nas provas piagetianas clássicas.  
Nos testes de problemas o comportamento dos grupos experimentais mostrou-se superior 
ao do controle. Os grupos experimentais apresentaram aumento do número de acertos (nível de 
significância 0,5) e modificação de suas estratégias de resolução. O crescimento das notas dos 
grupos, acompanhado de escolha adequada dos algoritmos de resolução, constituiu um indício 
importante do processo de formação do esquema multiplicativo por parte de seus integrantes. A 
construção de uma relação homomórfa entre a estrutura matemática dos problemas, os 
procedimentos de resolução e sua representação simbólica parecem fundamentar as aquisições 
manifestadas por estes alunos após a intervenção. Segundo a análise estatística a competência 
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adquirida pelos grupos experimentais na tarefa de resolução de problemas multiplicativos foi 
decorrente da intervenção psicopedagógica a que foram submetidos. A estabilidade de suas notas 
entre os dois pós-testes sugere a transformação de seus conhecimentos conceituais e de 
procedimentos em recursos cognitivos disponíveis no sistema cognitivo. 
Durante a intervenção psicopedagógica a competência adquirida pelos grupos 
experimentais os situou em um nível acima (225 e 275 pontos) do rendimento apresentado pelos 
alunos de quarta série (175 a 225 pontos) nas últimas duas avaliações (1997 e 1999) realizadas 
pelo Ministério de Educação e Cultura em território nacional. De acordo com os critérios 
utilizados pelo SAEB (INEP, 2000) – Sistema de Avaliação da Educação Básica – no nível 
conquistado pelo experimento os alunos são capazes de resolver problemas envolvendo as quatro 
operações aritméticas, enquanto no nível anterior são dominados apenas os problemas com 
adição e subtração. A importância da intervenção psicopedagógica como fator de melhoria da 
aprendizagem foi confirmada pela identificação dos alunos que mais se beneficiaram de sua 
realização. Os dados mostram que os alunos que obtiveram maior crescimento de seu 
desempenho foram os que iniciaram o experimento com pior rendimento (notas menores que 
quatro) e maior quantidade de respostas incorretas ou em branco. No decorrer dos três testes o 
aumento do número de acertos e a substituição das respostas incorretas e em branco por 
algoritmos canônicos e não-canônicos foi claramente superior nos grupos experimentais, entre o 
pré- e o segundo pós-teste apresentaram um crescimento de 17,5 %, bem superior ao grupo 
controle, no qual decresceram 5,5 %. As modificações nos procedimentos de resolução dos 
problemas e em suas formas de notação sugeriram uma re-conceitualização dos algoritmos 
canônicos aprendidos na escola e o resgate dos algoritmos intuitivos abandonados anteriormente 
pelos alunos.  
Durante a intervenção as modificações ocorridas nos procedimentos de resolução e nas 
notações dos grupos experimentais reproduziram as fases de formação do esquema multiplicativo 
descritos na literatura (Steffe, 1994; Lamon, 1994; Mulligan, 1992; Kouba, 1989). A re-
elaboração das diferentes etapas de desenvolvimento dos conceitos e procedimentos 
multiplicativos parece ter sido facilitada pelas características da intervenção psicopedagógica. As 
estratégias de contagem utilizadas neste processo parecem ter facilitado a vinculação entre os 
dados numéricos dos problemas e seus referentes por meio do confronto entre procedimentos de 
resolução e dados dos enunciados. Para alguns alunos tal confronto foi suficiente para modificar 
sua estratégia de resolução e desencadear um processo de tomada de consciência de suas ações. 
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Para estes alunos a intervenção constituiu-se uma oportunidade de superação de métodos 
anteriores que os levavam a solução incorreta. Neste caso, a compreensão de sua estrutura 
matemática substituiu a busca de pistas dos enunciados que facilitassem a escolha de uma 
operação aritmética. Segundo alguns estudos (Ruiz e Bellini, 2001; Baek, 1998; Kamii e 
Dominick, 1998; Nunes e Bryant, 1997) esta conduta evidencia a superação de um sério 
obstáculo de aprendizagem provocado pelo ensino precoce de algoritmos formais que estimula 
seu uso sem uma compreensão adequada dos invariantes operatórios dos problemas.  
Em contato com o material de contagem os alunos utilizaram na intervenção 
psicopedagógica estratégias correspondentes aos níveis iniciais de formação do esquema 
multiplicativo, descritos na literatura (Kaput e West, 1998; Kouba, 1989; Anghileri, 1989 apud 
Gómez, 1991) como a representação direta, a contagem dupla, a contagem transicional e a 
adição. Por intermédio destas estratégias foram construídos conceitos fundamentais do raciocínio 
multiplicativo e proporcional: as unidades-compostas e as coordenações de unidades-compostas 
de duas coleções. Pesquisas (West e Kaput, 1998; Kamii, 1995) mostram que a construção das 
unidades-compostas marca a passagem do raciocínio aditivo ao multiplicativo, pois, exige, uma 
abstração de segunda grandeza qualitativamente superior à abstração empírica presente nas 
relações entre unidades simples e o todo, peculiar à adição. 
Durante o processo de intervenção as estratégias de lápis e papel também apresentaram 
um movimento de retomada de formas mais primitivas e desenvolvimento até as mais avançadas, 
compatíveis com a faixa etária dos alunos. Os desenhos substituíram os algoritmos convencionais 
ensinados pela escola nas primeiras sessões de intervenção, e se desenvolveram progressivamente 
passando de sua forma mais primitiva, pictórica, até a representação icônica e simbólica. O 
processo de formação das unidades-compostas, presente nas estratégias de contagem, foi 
reproduzido nas estratégias de resolução com uso de desenho. Foram encontradas as estratégias 
de formação e contagem de unidades segmentadas, de formação e contagem de unidades 
replicadas e contagem simultânea de duas seqüências numéricas. Segundo Lamon (1994) e Steffe 
(1994), estas estratégias correspondem à fase inicial do processo de construção do esquema 
multiplicativo, e são encontradas com freqüência entre alunos das duas primeiras séries 
elementares que não receberam instrução formal sobre o conteúdo. O progresso do desempenho 
dos grupos experimentais nos testes de problemas atesta a importância da retomada de estratégias 
primitivas para a aprendizagem dos conceitos e procedimentos multiplicativos. 
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Entre os algoritmos intuitivos produzidos pelos grupos experimentais no processo de 
intervenção a adição repetida foi o de maior preferência nos problemas de tipo multiplicação, 
confirmando resultados de estudos anteriores (Kaput e West, 1998; Baek, 1998; Kouba, 1989; 
Vergnaud, 1983). Nos problemas de divisão-partição e quotição a preferência do grupo oscilou 
entre a adição repetida e a multiplicação. Segundo a literatura (Kaput e West, 1998; Baek, 1998; 
Mulligan, 1992; Kouba, 1989) o uso da adição repetida na resolução desses problemas implica 
uma concepção aditiva de sua estrutura. Seu abandono e substituição por algoritmos 
multiplicativos, como o ocorrido nos testes de problemas realizados após a intervenção, 
dependem do avanço dos recursos cognitivos dos sujeitos. Isto significa construir uma 
interpretação das relações das quantidades presentes nos problemas multiplicativos como uma 
proporção constante entre duas coleções, e não mais como uma adição sucessiva de sub-coleções. 
O uso da multiplicação nos problemas de divisão evidencia uma interpretação das duas operações 
como inversas. O aumento da freqüência dos algoritmos intuitivos nos testes de problemas parece 
ser decorrente de seu uso crescente durante a intervenção. Tanto nos testes quanto na intervenção 
sua utilização implicou em aumento do número de acertos nos problemas. 
Os operadores escalares foram os algoritmos convencionais preferidos pelos grupos 
experimentais nos problemas de divisão-partição, e os funcionais nos problemas de divisão-
quotição; nos problemas de multiplicação os dois operadores foram utilizados. Tais preferências 
confirmam dados encontrados anteriormente (Vergnaud, 1991). Carretero (1985 apud Vergnaud, 
1988) e Vergnaud (1988) lembram que a estratégia escalar é a preferida entre crianças com nove 
e dez anos, pois, possibilita uma análise unidimensional dos enunciados multiplicativos. O 
aumento do uso de algoritmos convencionais juntamente com o aumento no número de acertos 
dos grupos experimentais nos pós-testes de problemas sugere que após a intervenção as 
estratégias escalares e funcionais foram utilizadas com domínio conceitual pelos alunos.  
A recuperação das estratégias intuitivas dos alunos e seu desenvolvimento até a retomada 
dos algoritmos convencionais em um período de tempo reduzido, como acontecido na 
intervenção, reproduziram resultados obtidos em estudos anteriores (Campbell, Rowan e Suarez, 
1998; Whitin e Whitin, 1998; Baek, 1998). Em comum com estes estudos, o experimento atendeu 
alunos de mesma faixa etária com rendimento escolar insatisfatório no conteúdo de 
multiplicação, e estimulou por meio de trabalho em pequenos grupos e da livre elaboração e 
discussão de procedimentos de resolução, a elaboração de conceitos e procedimentos 
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multiplicativos em níveis mais primitivos do que os ensinados na escola, e sua construção em um 
nível mais avançado do que aquele dominado inicialmente.  
Tais atividades objetivaram a vinculação entre o conhecimento intuitivo dos alunos e os 
conhecimentos anteriormente ensinados pela escola, bem como a tomada consciência da estrutura 
matemática dos problemas e dos procedimentos de resolução. Estimulada pelo trabalho em 
grupos a fala organizada parece ter facilitado o desenrolar deste processo. Durante a intervenção 
os alunos passaram do uso de estratégias de cálculo mental e recordação de fatos numéricos com 
alto índice de respostas incorretas e incapacidade de explicar seu procedimento para sua 
utilização correta e acompanhada de estratégias de contagem, desenho e registro escrito. A 
modificação de seu comportamento mostrou um domínio superior dos conceitos e procedimentos 
multiplicativos em relação ao possuído pelos alunos no início do experimento, bem como a 
tomada de consciência de seus procedimentos na recordação de fatos numéricos e cálculos 
mentais realizados no final da intervenção.  
Uma das grandes conquistas dos grupos experimentais foi aprender a lidar com seus 
próprios erros, procurando novos caminhos para a resolução dos problemas. O uso de diferentes 
estratégias de resolução e formas de notação para um mesmo problema parece ter facilitado a 
percepção das incoerências e das contradições das respostas dos sujeitos abrindo caminho para a 
criação de outras alternativas de solução e a tomada de consciência dos invariantes operatórios 
presentes nas situações-problema. Segundo a literatura (Inhelder e Celleriér, 1996; Macedo, 
1994; Silver, 1987; Perret Clermont, 1984; Piaget, 1983) as coordenações cognitivas exigidas 
pela resolução conjunta de uma tarefa são capazes de provocar uma contínua re-elaboração dos 
conhecimentos conceituais e de procedimentos dos sujeitos, bem como de suas relações 
interpessoais. A quantidade de integrantes dos grupos (quintetos) e sua faixa etária (entre nove e 
onze anos de idade) pareceram facilitar a interação e a realização de atividades coletivas 
favoráveis à construção de conhecimento, como assinalado por Moro (1991) em estudo anterior.  
Como último aspecto, merece ser citado nesta conclusão a motivação gerada pelo material 
didático elaborado para a intervenção como um dos fatores de integração dos alunos nas tarefas 
solicitadas aos grupos. As situações-problema vivenciadas pelos personagens da história em 
quadrinhos parecem ter fornecido a vinculação necessária dos problemas multiplicativos e seu 
processo de resolução às situações de vida dos alunos funcionando como uma ponte entre o saber 
matemático, seus conceitos e representações, e as situações de realidade que dão significado a 
este saber. Estudos (Echeverría, 1998; Nunes e Bryant, 1997; Vergnaud, 1994) têm mostrado que 
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a vinculação dos problemas matemáticos à vida cotidiana é capaz de facilitar a aprendizagem de 
conceitos e procedimentos matemáticos dos alunos das quatro primeiras séries elementares. 
Segundo Kamii e Dominick (1998) e Nunes e Bryant (1997) e Carraher e Schliemann (1983) em 
crianças com rendimento escolar baixo esta vinculação exerce uma influência especialmente 
forte. A influência do material didático sobre o desempenho dos alunos, assim como de outros 
aspectos da intervenção psicopedagógica como a fala organizada e a interação dos quintetos, não 
suficientemente estudados nesta pesquisa, merecem uma análise mais detalhada em trabalhos 
posteriores.  
Finalizando, é importante assinalar que a confirmação da hipótese deste estudo, 
demonstrada pelo progresso dos grupos experimentais, mostra a importância e a viabilidade de 
realização de intervenções psicopedagógicas no âmbito escolar para a melhoria da aprendizagem 
dos alunos das primeiras séries elementares.  
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ANEXO A: PROVAS DE SELEÇÃO DA AMOSTRA 
 
 
 
PROTOCOLO DA PROVA DE MATEMÁTICA 
 
 
No.                                                                                                Data de aplicação: 
Início:                                          Término:                                   Duração: 
Idade (anos e meses):                   Série:                                       Sexo: 
Escola:                                                                                           Profa.:                                  Classificação: 
 
 
 
 
LEIA COM ATENÇÃO E RESOLVA OS PROBLEMAS. 
 
1. Durante o ano um time de futebol venceu 38 partidas, empatou 12 e perdeu 8. Qual o número total de partidas que 
esse time disputou durante o ano?  
 
2. Helena saiu para fazer compras com duas notas de R$ 100,00 na carteira. Gastou no supermercado R$ 148,00 e no 
açougue R$ 20,00. Após essas compras com quanto dinheiro Helena ficou? 
 
3. Uma casa acaba de ser construída e o vidraceiro foi chamado para colocar vidros em quatro janelas de modelo 
igual ao do desenho abaixo. Os vidros terão cores diferentes, como mostra a figura. Qual o número de vidros de cada 
cor que o vidraceiro deverá recortar para colocar nas janelas? 
 
 
4. Na cozinha de dona Ana há uma parede em que cabem 8 ladrilhos no comprimento e 9 na altura. Para ladrilhar 
essa parede, qual a quantidade de ladrilhos que dona Ana vai precisar comprar? 
 
5. Seu Maneco tem 34 figurinhas e quer dividi-las entre 4 sobrinhos de modo que cada um receba a mesma 
quantidade. Após a distribuição verificou que sobraram algumas. Quantas sobraram? 
 
6. Fábio possuía R$ 32,00 e Danilo R$ 24,00. Juntaram suas quantias para comprar 7 carrinhos de mesmo preço. 
Quanto custou cada carrinho se gastaram todo o dinheiro? 
 
7. Comprei 23 metros de fio de telefone a dois reais o metro. Quanto paguei? 
 
8. A Tabela abaixo indica a quantidade de doces que foi comprada para a festa de aniversário de Glorinha e a 
quantidade de doces que sobrou no fim de festa. No total quantos doces foram consumidos na festa? 
 
Doces Número de caixas Número de doces em cada caixa Número de doces que sobraram 
Beijinho 2 215 325 
Brigadeiro 1 400 312 
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PROTOCOLO DA PROVA DE COMPREENSÃO DE LEITURA 
 
 
 
No.                                                                                                Data de aplicação: 
Início:                                          Término:                                   Duração: 
Idade (anos e meses):                  Série:                                         Sexo: 
Escola:                                                                                           Profa.:                                      Classificação: 
 
 
LEIA O TEXTO COM ATENÇÃO E DEPOIS RESPONDA AS QUESTÕES DA MELHOR FORMA QUE VOCÊ 
PUDER: 
 
 
 
O TRUQUE 
 
 
 
Fabio entrou na loja de brinquedos muito bravo, com um andar firme e seguro. Dirigiu-se ao primeiro 
vendedor que encontrou e disse: 
- Olha, eu estou habituado a ser muito bem servido em todos os lugares que costumo comprar. Sempre 
comprei brinquedos para meus filhos nesta loja, porque tem coisas originais, de boa qualidade e não muito caras. 
Mas essa de vocês me venderem um Super-homem sem cabeça, eu não agüento. É demais! Onde já se viu? Dei o 
Super-homem de presente de aniversário para meu filho, ele todo entusiasmado abriu a caixa e, quando foi ver, 
estava sem cabeça. Por favor, troque esse Super-Homem por outro com cabeça. 
O vendedor, assustado, nem tentou justificar a loja argumentando que os brinquedos vêm em caixas 
fechadas, e portanto, ela não seria responsável. 
Sem pensar muito, o vendedor já ia buscar outro boneco quando entrou na loja um menininho agitado e 
descabelado. Pendurando-se no braço do pai, gritava: 
- Papai, o truque funcionou? 
 
 
 
Responda as questões abaixo: 
 
 
 
1. Dê outro nome para a história e justifique sua resposta. 
 
 
 
2. Qual foi a intenção de Fabio ao contar a história do Super-homem sem cabeça para o vendedor? 
 
 
 
3. Fabio conseguiu o que quis na loja? Por que? 
 
 
 
4. Se você fosse o vendedor o que faria com Fabio depois que o menino agitado e descabelado falou? 
 
 
 
5. Explique o que você entendeu da pergunta do menino para o pai. 
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APÊNDICE A: PROTOCOLO DA PROVA DE PROBLEMAS 
 
 
 
No.                                                                                                Data de aplicação: 
Início:                                          Término:                                  Duração: 
Idade (anos e meses):                   Série:                                       Sexo: 
Escola:                                                                                           Profa.:                                   Classificação: 
 
 
 
1. Tenho 3 pacotes de iogurte. Há 4 iogurtes em cada pacote. Quantos iogurtes você acha que eu tenho? 
 
 
 
 
2. Meu pai pagou 18 reais por 6 garrafas de vinho. Qual o preço de uma garrafa? 
 
 
 
 
3. Pedro tem 12 reais e quer comprar alguns pacotes de chocolate que custam 4 reais cada pacote. Quantos 
pacotes de chocolate ele pode comprar com este dinheiro? 
 
 
 
 
4. O tio do meu amigo comprou sorvete para a festa. Cada caixa com 3 latas de sorvete custava 6 reais e ele 
comprou 12 latas de sorvete. Quanto o tio do meu amigo gastou comprando o sorvete da festa? 
 
 
 
 
5. Minha mãe passou no sacolão da minha rua e encontrou uma promoção de chuchu. No sacolão 3 quilos de 
chuchu custavam R$ 0,60 (60 centavos). Ela comprou 4 quilos e levou para casa. Quanto ela gastou?  
 
 
 
 
6. Na loja do meu bairro cada CD custa 12 reais na promoção. Minha amiga tem 36 reais que ganhou dos 
padrinhos. Quantos CDs ela pode comprar com este dinheiro? 
 
 
 
 
7. Quanto custa um ingresso para o cinema se eu paguei 16 reais para 4 ingressos? 
 
 
 
 
8. Maria tem 3 saias e 4 blusas que ela gosta muito e quer fazer várias combinações diferentes com estas 
roupas. Quantos trajes combinações ela pode fazer mudando com todas as saias e todas as blusas? 
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APÊNDICE B: PROTOCOLOS DAS PROVAS PIAGETIANAS 
 
 
 
PROTOCOLO DA PROVA DE CORRESPONDÊNCIA DUPLA E MULTIPLICAÇÃO NUMÉRICA 
 
 
 
No.                                                                                                Data de aplicação: 
Início:                                          Término:                                   Duração: 
Idade (anos e meses):                   Série:                                        Sexo: 
Escola:                                                                                           Profa.:                                    Classificação: 
 
 
REGISTRO 
Apresenta-se um conjunto de vasos e 10 flores azuis e solicita-se que o sujeito coloque uma flor em cada vaso. 
Quantos vasos são necessáriao para estas flores? 
 
 
Coloca-se as flores espaçadamente dentro de uma bacia. Mantém-se as 10 jarras e apresenta-se um novo grupo 
de flores rosa.  
Solicita-se que o sujeito pegue o número suficiente de flores e coloque uma em cada vaso. 
 
 
Coloca-se as 10 flores rosa dentro de outra bacia como um punhado apertado. 
Nas duas bacias tem o mesmo tanto de flores azuis e rosas? 
Como você sabe?  
 
 
Juntando as flores das duas bacias e distribuindo o mesmo tanto em cada vaso quanto se poderia colocar em cada 
um? 
Como você descobriu isto? 
 
 
E se forem serem colocadas mais estas flores?(As 10 flores amarelas são apenas mostradas e o sujeito pode 
contar). Quantas flores ficariam em cada vaso? 
 
 
Como você tem certeza disto? 
 
 
E se forem mais 10? Por que? 
 
 
Apresenta-se um conjunto de vasos e avisa-se que em cada um deles só pode ser colocada uma flor. Solicita-se 
que pegue vasos suficientes para caberem todas as flores utilizadas anteriormente (10 azuis e 10 rosas). 
Qual a quantidade de vasos necessária? Por que? 
 
 
E se fossem mais 10 flores quantos vasos seriam necessários? 
 
 
E se fossem mais 10? 
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PROTOCOLO DA PROVA DE PERMUTAS 
 
 
 
No.                                                                                                Data de aplicação: 
Início:                                          Término:                                   Duração: 
Idade (anos e meses):                  Série:                                         Sexo: 
Escola:                                                                                           Profa.:                                       Classificação: 
 
 
 
REGISTRO 
Distribui os cartões em montes de cores diferentes. Mostra os pares AB e BA om fichas de duas cores.  
Com estas duas cores se pode fazer dois pares que são chamados de permutas. 
 
 
Situação 1 
Agora eu quero que você faça todas as mudanças de posição que nós fizemos com 2 fichas agora com 3 fichas 
de cada vez (todas as permutas possíveis com as três cores). 
 
Quantas permutas você acha que dá para fazer? 
(  ) antecipa corretamente 
(  ) não antecipa corretamente. Quanto? 
 
Faça do mesmo jeito que eu fiz antes com as duas cores. Cada permuta que você fizer pode ir deixando em cima 
da mesa. 
(  ) organiza aleatoriamente as fichas 
(  ) verifica as permutas já existentes antes de iniciar outro conjunto 
(  ) repete permutas já realizadas sem se dar conta 
(  ) utiliza um método de organização das permutas. Descrição:  
 
() Outros: 
Quantas permutas você fez com as três cores? 
Como você sabe que fez todas que dá para fazer? Como você pode ter certeza disto?  
 
Explique o que você fez para conseguir estas permutas? 
 
 
Situação 2 
 
Agora eu quero que você faça todas as permutas possíveis com estas quatro cores: vermelho, azul, amarelo e 
preto.  
Quantas permutas você acha que dá para fazer? 
(  ) antecipa corretamente 
(  ) não antecipa corretamente 
Faça do mesmo jeito que você fez com as três cores. 
(  ) organiza aleatoriamente as fichas 
(  ) verifica as permutas já existentes antes de iniciar outro conjunto 
(  ) repete permutas já realizadas sem se dar conta 
(  ) utiliza um método de organização das permutas. Descrição:  
 
Quantas permutas você encontrou? 
Como você sabe que fez todas que dá para fazer? Como você pode ter certeza disto?  
Como você fez para conseguir estas permutas? Como você organizou os cartões? 
 
 
 
  
245 
PROTOCOLO DA PROVA DE MATRIZES 
 
 
 
No.                                                                                                Data de aplicação: 
Início:                                          Término:                                   Duração: 
Idade (anos e meses):                  Série:                                         Sexo: 
Escola:                                                                                           Profa.:                                  Classificação: 
 
 
 
REGISTRO 
Situação 1 
O experimentador solicita que o entrevistado observe as semelhanças e diferenças das figuras e pergunta: 
O que elas tem de semelhante (de igual)?O que elas tem de diferente?O que mais? 
Agora eu quero que você arrume estas figuras em ordem pensando no que elas tem de diferente.  
(  ) organizou...... pilhas por..... 
(  ) organizou...... filas por...... 
(  ) outra forma: 
Explique para mim o que você fez. Como você pensou para arrumar as figuras desta maneira? 
Você poderia fazer de outra maneira para poder encontrar os tamanhos mais rápido?(Se o sujeito ateve-se 
apenas ao critério cor, por exemplo)  
(  ) repetiu a organização anterior 
(  ) modificou a organização anterior. Qual a modificação? 
(  ) organizou...... pilhas por..... 
(  ) organizou......filas por...... 
(  ) outra forma: 
Agora as cores já não podem ser encontradas depressa como antes.(Se agora o sujeito ordenou apenas pela cor, 
por exemplo) Você poderia fazer alguma coisa para encontrar todas as folhas ao mesmo tempo e bem depressa? 
(  ) repetiu a organização anterior 
(  ) modificou a organização anterior. Qual a modificação? 
(  ) organizou...... pilhas por..... 
(  ) organizou...... filas por...... 
(  ) outra forma: 
Situação 2 
O experimentador apresenta o Quadro de matrizes organizando sobre ele a primeira fila e a primeira coluna e 
solicita: Observe o que eu fiz e tente adivinhar o que eu pensei para fazer estas duas fileiras de folhas. Que 
lugar você acha o mais certo para eu colocar esta folha no Quadro? Por que?  
(  ) somente cor 
(  ) somente forma 
(  ) cor e forma 
(  ) nem cor e nem forma 
E esta folha? Por que? 
(  ) somente cor 
(  ) somente forma 
(  ) cor e forma 
(  ) nem cor e nem forma 
E mais esta folha? Por que? 
(  ) somente cor 
(  ) somente forma 
(  ) cor e forma  
(  ) nem cor e nem forma 
Agora complete o Quadro que eu comecei colocando as outras folhas que faltam. Critério adotado: 
(  ) somente cor 
(  ) somente forma 
(  ) cor e forma 
(  ) nem cor e nem forma 
Explique o que você fez. Como você pensou para arrumar as folhas desta maneira? 
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APÊNDICE C: CORRELAÇÃO DE VARIÁVEIS DO GE e GC 
 
 
 
Correlação de variáveis do grupo controle (GC):      
Variáveis: mudanças cognitivas e notas das provas de correspondência dupla e multiplicação numérica e porvas de problemas  
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de correspondência dupla e multiplicação numéérica umérica  
        
 MULT_PR MULT_P1 MULT_P2 PROB_PR PROB_P1 PROB_P2  
MULT_PR 1 0,379854092 0,335995929 -0,091258474 -0,115242157 -0,102896527  
MULT_P1 0,379854092 1 0,618839039 0,045859214 0,057583695 0,065357521  
MULT_P2 0,335995929 0,618839039 1 0,21361375 0,18687239 0,192649204  
PROB_PR -0,091258474 0,045859214 0,21361375     
PROB_P1 -0,115242157 0,057583695 0,18687239     
PROB_P2 -0,102896527 0,065357521 0,192649204     
        
Variáveis: mudanças cognitivas e notas das provas de permutas e de problemas 
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de permutas 
        
 PERM_PR PERM_P1 PERM_P2 PROB_PR PROB_P1 PROB_P2  
PERM_PR 1 0,589056832 0,666468916 -0,116359685 -0,087332401 -0,055128579  
PERM_P1 0,589056832 1 0,75330474 0,013943688 -0,039535472 -0,043390743  
PERM_P2 0,666468916 0,75330474 1 -0,044783841 -0,095811143 0,03614439  
PROB_PR -0,116359685 0,013943688 -0,044783841     
PROB_P1 -0,087332401 -0,039535472 -0,095811143     
PROB_P2 -0,055128579 -0,043390743 0,03614439     
        
Variáveis: mudanças cognitivas e notas das provas de matrizes e de problemas 
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de matrizes 
        
 MATR_PR MATR_P1 MATR_P2 PROB_PR PROB_P1 PROB_P2  
MATR_PR 1 0,622724932 0,450691 -0,225523458 -0,195198009 -0,186856012  
MATR_P1 0,622724932 1 0,603814379 -0,052791089 -0,045412029 -0,042666483  
MATR_P2 0,450691 0,603814379 1 0,031319166 -0,067869586 -0,018222698  
PROB_PR -0,225523458 -0,052791089 0,031319166     
PROB_P1 -0,195198009 -0,045412029 -0,067869586     
PROB_P2 -0,186856012 -0,042666483 -0,018222698     
        
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de problemas 
 PROB_PR PROB_P1 PROB_P2     
PROB_PR 1 0,727309286 0,779832346     
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PROB_P1 0,727309286 1 0,778185886    
PROB_P2 0,779832346 0,778185886 1    
Correlação de variáveis do grupo experimental (GE) 
Variáveis: mudanças cognitivas e notas das provas de correspondência dupla e multiplicação numérica e porvas de problemas  
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de correspondência dupla e multiplicação numéérica umérica 
        
 EMULT_PR EMULT_P1 EMULT_P2 EPROB_PR EPROB_P1 EPROB_P2 
EMULT_PR 1 0,490990253 0,273861279 0,156495948 0,217389015 0,261971686
EMULT_P1 0,490990253 1 0,657375735 0,239051509 0,029735635 0,120884192
EMULT_P2 0,273861279 0,657375735 1 0,164059271 -0,095642309 -0,079715445
EPROB_PR 0,156495948 0,239051509 0,164059271    
EPROB_P1 0,217389015 0,029735635 -0,095642309    
EPROB_P2 0,261971686 0,120884192 -0,079715445    
        
Variáveis: mudanças cognitivas e notas das provas de permutas e de problemas 
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de permutas 
        
 EPERM_PR EPERM_P1 EPERM_P2 EPROB_PR EPROB_P1 EPROB_P2 
EPERM_PR 1 -0,031814238 0,231713779 0,274661027 0,137848835 0,183345525
EPERM_P1 -0,031814238 1 0,556570699 0,194467406 -0,028481474 0,00177526
EPERM_P2 0,231713779 0,556570699 1 0,264181459 -0,227067096 0,046986031
EPROB_PR 0,274661027 0,194467406 0,264181459    
EPROB_P1 0,137848835 -0,028481474 -0,227067096    
EPROB_P2 0,183345525 0,00177526 0,046986031    
        
Variáveis: mudanças cognitivas e notas das provas de matrizes e de problemas 
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de matrizes 
        
 EMATR_PR EMATR_P1 EMATR_P2 EPROB_PR EPROB_P1 EPROB_P2 
EMATR_PR 1 0,399194118 0,231456375 0,06289693 0,100978175 0,114555446
EMATR_P1 0,399194118 1 0,656610079 0,255377277 0,165612086 0,168841289
EMATR_P2 0,231456375 0,656610079 1 -0,015585426 0,050744936 0,013745752
EPROB_PR 0,06289693 0,255377277 -0,015585426    
EPROB_P1 0,100978175 0,165612086 0,050744936    
EPROB_P2 0,114555446 0,168841289 0,013745752    
        
Variáveis: desempenho em problemas e notas das provas de problemas 
 EPROB_PR EPROB_P1 EPROB_P2     
EPROB_PR 1 0,504039447 0,5426145    
EPROB_P1 0,504039447 1 0,587252412    
EPROB_P2 0,5426145 0,587252412 1    
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APÊNDICE D: FOLHA DE PROBLEMAS – 1ª VARIAÇÃO DA POSIÇÃO DA 
INCÓGNITA  
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APÊNDICE E: FOLHA DE PROBLEMAS – 2ª VARIAÇÃO DA POSIÇÃO DA 
INCÓGNITA  
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APÊNDICE F: FOLHA DE PROBLEMAS – 3ª VARIAÇÃO DA POSIÇÃO DA 
INCÓGNITA 
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APÊNDICE G: FOLHAS DE PROBLEMAS EXTRAS 
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APÊNDICE H: GIBI DA HISTÓRIA EM QUADRINHOS “CONTAGEM DECISIVA” 
 
 
 
 
 
